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Sammendrag

Denne hovedoppgaven tar for seg kraftstyring av robotmanipulatorer. Dette er et problem
det har blitt gitt mange lgsninger pa, og en av de siste er presentert i
[Chiaverini og Siciliano 1991] og er kalt “Parallell kraft/posisjonsstyring”

Denne kraftstyringsmetoden er utviklet for a styre posisjon og kontaktkraft for en manip-
ulator med tre frihetsgrader. Det var gnskelig a utvide denne metoden til ogsa a kunne bli
brukt pa manipulatorer med seks frihetsgrader, slik at ogsa orientering og kontaktmoment
kan tas hensyn til og reguleres.

[ denne hovedoppgaven presenterer vi matematiske hjelpemideler som gjgr en slik utvidelse
mulig. Reguleringen foretas i robotens oppgaverom og i den forbindelelse anvendes skruer
for a beskrive hastigheter, forflytninger og krefter. Robotens kinematikk beskrives pa den
spesielle euklidske gruppe, SFE(3), og robotgriperens orientering parametriseres med Eu-
lerparametre. Regulatoren er av PID-type med PD-virkning pa posisjon og Pl-virkning
pa kraft.

Robotens dynamiske ligninger, modell av kontaktkreftene, regulator og robotkinematikken
kobles sa sammen til en kompakt modell etter samme mgnster som modellen i tre frihets-
grader.

Til slutt foreslas en Lyapunovfunksjonskandidat for a analysere stabiliteten til systemet.
Vi viser at denne Lyapunovfunksjonskandidaten er en Lyapunovfunksjon for kraftstyringssys-
temet og ved hjelp av LaSalles teorem beviser vi at systemet er asymptotisk stabilt.
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Kapittel 1

Innledning

1.1 Bakgrunn

Kraftstyring av robotmanipulatorer omfatter styring av den kraft manipulatoren utgver
pa sine omgivelser samt styring av robot-griperens posisjon.

Dette problemet er omtalt i en mengde artikler og laerebgker og mange forskjellige lgsninger
er blitt presentert. En oversikt over forskjellige metoder er presentert i [Whitney 1987].

Et grunnleggende problem med kraftstyring er at det, som regel, ikke er fysisk mulig
a kunne styre bade kontaktkraft og posisjon til gnsket verdi samtidig. En av de mest
utbredte metodene, hybrid kraftstyring, benytter seg av sakalte utvelgelsesmatriser for
a styre kraft og posisjon hver for seg. Et problem med dette er at man ma ha eksakt
kunskap om geometrien til omgivelsene for a kunne spesifisere utvelgelsesmatrisene. Dette
vanskeliggjgr styring i tilfeller der roboten stoter inn i uforutsette hindringer.

En konseptuell ny metode for kraftstyring kalt parallell kraft /posisjonsstyring ble presen-
tert i [Chiaverini og Siciliano 1991] og [Chiaverini, Siciliano og Villani 1992]. Her brukes
ingen utvelgelsesmatriser og kraft og posisjonspadrag adderes i regulatoren slik at vi
far en paralell struktur. Denne regulatorstrukturen er ogsa benyttet til overflatefglging
i [Chiaverini og Sciavicco 1992] og i [Siciliano og Villani 1992] er en adaptiv versjon er
presentert og analysert.

Felles for modelleringen i [Chiaverini og Siciliano 1991], [Chiaverini, Siciliano og Villani 1992],
[Chiaverini og Sciavicco 1992] og [Siciliano og Villani 1992] er at manipulatoren som reg-
uleres og analyseres har tre frihetsgrader og det er posisjon og kontaktkraft som styres.

[ denne hovedoppgaven skal vi utvikle og bevise stabilitet av en parallell regulatorstruktur
for a styre robotgriperens posisjon/orientering og kontaktkraft /moment for en robotma-
nipulator med seks frihetsgrader.

[ denne forbindelse beskrives griperens hastighet med en hastighetsskrue (eng.:twist) og
kontaktkraften/momentet med en kraftskrue (eng.:wrench), mens kinematikken beskrives
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pa den spesielle euklidske gruppe, SE(3) og orienteringen parametriseres med Euler-
parametre.

Et stort problem med hybrid-regulering har veert den feilaktige bruken av ortogonalitet
i forbindelse med twister og wrencher [Duffy 1990]. Vi vil i denne hovedoppgaven bygge
opp et matematisk grunnlag for modelleringen av systemet bestaende av manipulator,
kontaktwrench, konfigurasjon i SFE(3) og parallell regulator, og vi vil bruke begrepet K-
ortogonalitet som definert i [DeShutter og Bruyninckx 1992] for a unnga feilene beskrevet
i [Duffy 1990].

1.2 Relatert arbeid

Under arbeidet med hovedoppgaven skrev undertegnede og professor Olav Egeland i
samarbeid med Stefano Chiaverini og Bruno Siciliano en artikkel,

[Gravdahl, Egeland, Chiaverini og Siciliano|, som er innsendt til Symposium on Robot
Control, (SY.RO.CO.’94), Capri i Italia, 19.-21. september 1994. Artikkelen har tittelen
“Stability analysis in 6 DOF of force/position control of robot manipulators”.

1.3 Organisering av hovedoppgaven

Hovedoppgaven er organisert pa fglgende mate:

e Kapittel 2
Her presenteres og definers en mengde matematiske begreper som skal brukes i mod-
elleringen av kraftstyringssystemet og den pafglgende stabilitetsanalysen. Noen sen-
trale emner er SE(3), tangentrommmene se(3) og se*(3), skruer, Eulerparametere,
kontaktkrefter, Lyapunovstabilitet og Lyapunovfunksjoner med kryssledd.

e Kapittel 3
Den parallelle kraft/posisjonsregulatoren fra [Chiaverini og Siciliano 1991] presen-
teres.

e Kapittel 4
Lyapunovs metode brukes for a analysere stabiliteten til den parallelle kraft/posi-
sjonsstyringsregulatoren fra kapittel 3.

e Kapittel 5
Ved bruk av teorien fra kapittel 2 utvides systemet i kapittel 3 til et kraftstyringssys-
tem som ogsa omfatter styring av orientering og kontaktmoment.

e Kapittel 6
Det foreslas en Lyapunovfunksjonskandidat for stabilitetsanalyse av kraftstyringen
fra kapittel 5 og asymptotisk stabilitet pavises.
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o Kapittel 7
Konklusjon

e Appendix A,B og C
Her finnes en del utregninger som brukes under stabilitetsanalysen i kapittel 6



Kapittel 2

Teoretisk grunnlag

2.1 Den spesielle Euklidske gruppe, SE(3)

2.1.1 Definisjon av SE(3)

Vi vil forst definere begrepet rotasjonsmatrise som gjort i [Egeland 1993] Et koordinat-
system I kan beskrives med tre ortogonale enhetsvektorer i J Jjr og kr langs x-, y- og
z-aksen til I. Disse vektorene er beskrevet koordinatfritt, det vil si basisuavhengig, ved
retning og lengde.

Pjé samme mate beskrives et koordinatsystem B med de ortogaonale enhetsvektorene Z’B,
JB 0g kp. o _

En vektor # kan na beskrives som en linezr kombinasjon av 7, j; og ky i system I:

U= UH;] + U]jj] + U[kk‘] (2.1)
der
Vr; :77'7:],7)]] v ] :77 T (22)
Tilsvarende har vi i system B:
U= UBiZB + UBjjB + UBkkB (23)
der
’UBZ':ﬁ'l‘B,UBjZQ_)"jB,UBk:’ZT'kB (24)

vri, vrj 08 vry kalles ¥’s koordinater i system I og vp;, vgj og vpy kalles ¥’s koordinater i
system B.
Vektoren ¢ kan na beskrives entydig med vektorens koordinater. I system [ far vi:
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<1
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Figur 2.1: Rotasjon fra [ til B
og i system B:
UBi
B
vV = UB]' (26)
VBk

Dette er illustert i figur 2.1.
Vi vil na finne en sammenheng mellom ‘v og Bv. Dette gjores pa folgende mate:

vy = Ui = (vsiip + vBjJB + vBkkn) - i1 (2.7)
Vri :'UBz'iB 'i]+UBjjB'i]+UBkkB 'i] (28)

Tilsvarende far vi for v;; og vy:

vrj = Vpiip - J1 + UBjjB - i1+ vpkkp - J1 (2.9)
Vrk :UBi;B'k[—FUBjjB'k[—FUBkk‘B 'I{?[ (210)
Pa matriseform kan vi na skrive:
;B';I jB';I kB';I
'v=R{"v, der R = | ip-J1 jp-J1 Fkp-jr (2.11)

ip-kr jp-kr kp-kr
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R? kalles rotasjonsmatrisen fra I til B. Denne matrisen transformerer en koordinatvektor
fra system B til system I og kalles defor ogsa koordinattransforasjonsmatrisen fra B til
I. Pa samme mate som over kan vi finne:

Ry = (R/)" (2.12)
For alle 2B gjelder:
By = RL'v = RLRPPo (2.13)
dette gir
RLR} =1 <<= R} = (R})! (2.14)
Ligningene (2.12) og (2.14) gir na :
(R7)™ = (R])" (2.15)

som betyr at R} er en ortogonal matrise. Hvis vi definerer koordinatsystemene I og B
til & vaere hoyrehandssystemer kan det vises at [Egeland 1993]:

det RP =1 (2.16)

Vi definerer na : .
SOB3)={RcR**|R"R =1 ogdet(R) =1} (2.17)

Vi skal vise at SO(3) har strukturen av en gruppe, og trenger derfor definisjonen pa en
gruppe [Curtis 1979]:

Definisjon 2.1 En gruppe G er en mengde G sammen med en biner avbildning
p:GxG—G (2.18)

Vi skriver ¢(a,b) = abVa,b € G
¢ ma oppfylle folgende aksiomer:

e ¢ er assosiativ: (ab)e = a(bc) Ya, b, c € G
o Det eksisterer en identitet: Je € G | ea = ae =aVa € G

o Det eksisterer en invers: Ya € GIa ' € G laa ' =ala=e

Pastand 2.1 SO(3) er en gruppe. |

Bevis:
Avbildningen ¢ er definert ved :

¢(R1, Rg) =R R, VRl, R, € SO(S)
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Det folger da at:

¢(R17 RZ)T¢(R17 RZ) = RVQI‘RTRIRZ =1

det(¢(Ry, Ry)) = det(R;) det(Ry) = 1 } = ¢(Ry, Ry) € SO(3)

For ¢ gjelder:

o Assosiativitet: (R;R;)R; = R;j(RyR3). Dette folger av vanlig matrisemultip-
likasjon.

e [dentitet: I3><3R = RI3><3 =RVR € 80(3) der I3><3 = dlag(l, ]_, ].)
e Invers: R'R=RR '!=1I;.;der R'=R"da Rer ortogonal

]
SO(3) kalles den spesielle ortogonale gruppe og er mengden av alle rotasjonsmatriser.
Vi skal na se pa det tilfellet at system B er rotert og translatert i forhold til utgangspunk-

Q

Op

Or

system [

Figur 2.2: Transformasjon fra I til B

tet, system I. La 'p? vaere posisjonen til origo i system B, Op, i forhold til origo i system
I, Oy, gitt i I-koordinater. (Se figur 2.2)
Koordinatene til punktet g dekomponert i system I blir da:

'q="RPPq+'p} (2.19)

der ' R? er rotasjonsmatrisen fra I til B uttrykt i system 1.
For a uttrykke denne type transformasjoner som en matrisemulitiplikasjon innfgrer vi
homogene koordinater:

Q4 l 11‘1 ] (2.20)
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Vi ser at ligning (2.19) kan skrives

'Q=T82Q der T? = l I?;fg szfg ] (2.21)

T? kalles en homogen transformasjonsmatrise. Vi definerer:
SE(3) 2 (T e R™|T = [ nor ] L ReSO(3),pecr) (2.22)
Pastand 2.2 SE(3) er en gruppe. ]

Bevis:
¢(T1,T2) — T1T2 VTI, T2 € SE(3)

Vi har at ¢(T,T>) = l R,R;, p,+ Rip,

o' 1
at ¢(T1,T2) S SE(3)
For ¢ gjelder:

€ SE(3) siden Ry R, € SO(3) Dette betyr

o Assosiativitet: (ThT2)T3 = T1(TyT3). Dette folger av vanlig matrisemultip-
likasjon.

o Identitet: Iy 4T =TI,y =T VT € SE(3) der I,4 = diag(1,1,1,1)

R' —R'p

o Invers: T'T =TT ' =1, ,der T™' = [ or .

R '€ SO(3).

] € SE(3) siden

]
SFE(3) kalles den spesielle Euklidske gruppe av 3. orden.
Vi vil na innfgre begreped deriverbar (eller glatt) manifold som definert i [Perko 1991].
Vi trenger fgrst begrepet homeomorfi:

Definisjon 2.2 La X vere et metrisk rom og la U og V' vere underrom i X. En home-
omorfi fra U til V' er en kontinuerlig en-til-en avbildning av U pa V., h : U — V slik at
h=':V — U er kontinuerlig.

Rommene U og V sies a vaere homeomorfe eller topologisk ekvivalente hvis en slik h
finnes. [ |

Definisjon 2.3 En avbildning h fra U til V sies d vere av klasse C* hvis den har kon-
tinuerlige partiellderiverte pa U av alle ordener mindre eller lik k. [ |

Definisjon 2.4 En n-dimensjonal deriverbar manilfold, M (osa kalt glatt manifold eller
manifold av klasse C*), er et sammenhengende metrisk rom med en dpen dekning {Uy}.
Det vil si:

M=JU, (2.23)
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slik at:

1. For alle o er U, homeomorf med den apne enhetskula i R",
B={x eRrR"| ||x|]| =1}.

Det vil si Ve d h,, : U, — B

2. HuisUy,NUg # 0 og hy : Uy, — B,hg : Us — B er homeomorfier sa er ho(Uy, NUp)

og hg(Uy NUg) underrom av R* og avbildningen
h=h,ohy':hs({UsNUs) — ho(Us NUs)
er deriverbar (eller av klasse C*), og for alle x € hg(U, N Up) er

Oh(x)

det
¢ ox

= det Dh(x) # 0.

Det kan vises at SO(3) er en 3-dimensjonal manifold ([Samson 1991] 5.22) og at SFE(3)

er en 6-dimensjonal manifold ([Samson 1991] s.47).

Det kan ogsa vises at SO(3) og SE(3) er reelle Lie-grupper. En Lie-gruppe er definert

pa fplgende mate:[Curtis 1979

Definisjon 2.5 FEn reell Lie-Gruppe, G, er en reell manifold som ogsa er en gruppe der

gruppeoperasjonene:

p:GxG—G der p:(a,b) v ab

1:G—G der 1:a—a"

er deriverbare (glatte)

Pastand 2.3 SO(3) er en reell Lie-gruppe.

Bevis:

Siden SO(3) er en gruppe der u(Ry, Ry) — R, R, er kontinuerlig og :(R) — R™'

kontinuerlig og SO(3) er en reell manifold, er SO(3) en reell Lie-gruppe.

Pastand 2.4 SE(3) er en reell Lie-gruppe.

Bevis:

Siden SE(3) er en gruppe der u(T,T;) — T,T; er kontinuerlig og +(T) — T~'

kontinuerlig og SFE(3) er en reell manifold, er SE(3) en reell Lie-gruppe.

er

er
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2.1.2 Tangentrommet se(3)

Vi vil fgrst definere hva som menes med tangentrommet til en n-dimensjonal glatt man-
ifold.

Hvis M er en n-dimensjonal glatt manifold i R¥ har vi for hvert punkt & € M et n-
dimensjonalt tangentrom 7M. Dette er illustert i figur 2.3. Vektorene i T, M kalles

TeM

Figur 2.3: Tangentrommet til M

tangentvektorene til M i . For a finne tangentrommet til SF(3), vil vi forst se pa tan-
gentrommet til SO(3).

so(3) er tangentrommet til SO(3) i gruppeidentiteten e 2 I,ys. Deter vist i [Samson 1991]
at so(3) er gitt ved:

50(3) = T,SO(3) = {A € B¥3 | A" + A = 03,5} (2.24)

so(3) kalles ogsa Lie-algebraen til SO(3).
Som vi ser er A en skjevsymmetrisk matrise.

s0(3) = {S(w) | w € R’} (2.25)
der
Wy 0 —Ww, Wy
w=|w, | = Sw=| w, 0 —w (2.26)
W, —Wy Wy 0

Det er vist i [Egeland 1993] at en rotasjonsmatrise ' R € SO(3) oppfyller de kinematiske
differensialligningene:

TRP = S('wpy;)'RY (2.27)

IRY ="'R} S(Pwg1) (2.28)



KAPITTEL 2. TEORETISK GRUNNLAG 11

der Twgy /1 08 Bwp /1 er vinkelhastigheten til system B i forhold til system I dekomponert
i henholdsvis system I og B. Vi sier da at:

RE2IR5 — R e TRSO(3) (2.29)

og
S(IUJB/[), S(BUJB/[) & TeSO(?)) = 80(3) (230)

Vi ser na pa translasjonskomponenten til SE(3), p € R®. p oppfyller ligningen:
'pl ="R} Pup (2.31)

der p® er posisjonen til system B i forhold til system I gitt i I’s koordinater og Bvy er
hastigheten til B dekomponert i system B.

IpB I.B
Viharn:‘iforT:[g I;]:l (?TI quESE(S):
- R i RS(w) Rwv
T:loT 15]:[ O$> 0] (2.32)
. S(w) v
T_T[ o 0] (2.33)

Vi sier na at T € TrSE(3), det vil si at T ligger i tangentrommet til SE(3) for konfig-
urasjonen 1" og at:

[ Sé‘;” v ] € TSE(3) = se(3) (2.34)
Tangentrommet se(3) er derfor gitt ved:
se(3) ={AerR" | A= [ SO("TU) 8 ] ,w,v €ER’} (2.35)

se(3) kalles ogsa for Lie-algebraen til SE(3).

Dette er en generalisering av hastighetsbegrepet for en glatt kurve i R*. Hvis en kurve
¢(t) € R betegner en posisjon i R?, vil kurvens hastighet veere gitt ved tangentvektoren
Ti¢(t) ved tidspunktet t.

Hastigheten til en transformasjon 7' € SE(3) vil pa tilsvarende mate ligge i tangentrom-
met se(3).
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2.1.3 Det duale tangentrommet se*(3)

Vi trenger forst begrepet algebraiske former som definert i [Arnold 1989].

Definisjon 2.6 En algebraisk form av 1. grad (eller en 1-form) er en lineer funksjon

w:R" — R (2.36)

Det wvil si:
wW(A€ + A&y) = Mw(€y) + Aaw(&y) VAL, A € R E,E, €R” (2.37)
u

Mengden av alle 1-former blir et reelt vektorrom hvis vi definerer summen av to 1-former
som:

(1 +w2)(€) = wr(€) +wa(8) (2.38)

og skalar multiplikasjon som
() (&) = Aw(®) (2.39)
Definisjon 2.7 Rommet av 1-former pa R* er n-dimensjonalt og kalles det duale rommet
(R")* u

Vi vil na definere det duale tangentrommet til en manifold.

Definisjon 2.8 La M wvere en n-dimensjonal manifold av klasse C*, og la T,M vere
tangentrommet til M i . En 1-form pa T,M er da definert som en lineer funksjon

O:T,M — R (2.40)

det vil su:
QA1 + Aama) = MQx1) + AQ(x2) YA, A ER, Ty, @9 € T, M (2.41)
]

Mengden av alle 1-former pa T, M blir et reelt vektorrom hvis vi definerer (2; + €25) og
(AQ2) som i (2.38) og (2.39).

Definisjon 2.9 Rommet av 1-former pa T, M er n-dimensjonalt og kalles det duale tan-
gentrommet T M. Dette rommet kalles ogsa cotangentrommet til M ¢ x og inneholder
cotangentvektorene til M i x. [ |

Siden SE(3) er en 6-dimensjonal manifold kan vi definere:
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Definisjon 2.10 Rommet av 1-former pa T,SE(3) er 6-dimensjonalt og kalles det duale
tangentrommet T SFE(3) ]

Definisjon 2.11 [ identiteten definerer vi
se*(3) £ TXSE(3) der e = Iy3 (2.42)

se*(3) er det duale tangentrommet til SE(3) i identiten. se*(3) kalles ogsa den duale
Lie-algebraen til SE(3) ]

2.1.4 Skruer

En skrue er en generalisering av en linje. Skruen beskriver en linje i et 3-dimensjonalt
vektorrom U og en vektor som er parallell til denne linja. Denne definisjonen er hentet
fra [DeShutter og Bruyninckx 1992].

Nar origo i U er bestemt kan en skrue representeres som et ordnet par av to tredimen-
sjonale vektorer. Vi skriver dette:

s & (1. f) (2.43)

Der [ er en linjevektor som angir retningen til en linje i U, kalt skrueaksen, og f er en fri
vektor. Den er summen av:

1. Momentet 7 x [ av skrueaksen om origo. 7 er et tilfeldig punkt pa skrueaksen.
2. En vektor som er paralell til skrueaksen.

Vi skal bruke skruer til a beskrive generaliserte hastigheter og krefter. Vi bruker da
folgende definisjoner.

Definisjon 2.12 En hastighetsskrue, eller twist, er en skrue der vinkelhastigheten, & er
linjevektoren, og translasjonshastigheten, v er den frie vektoren. Vi bruker notasjonen:

v 2 (&, 7) (2.44)

Definisjon 2.13 En kraftskrue, eller wrench, er en skrue der translasjonskraften, f er
linjevektoren, og dreiemomentet, m. er den frie vektoren. Vi bruker notasjonen:

w 2 (f,1m) (2.45)
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Hvis ikke bare origo i U er valgt, men ogsa et koordinatsystem I, sa kan vi uttrykke en
skrue pa koordinatform. Hver skrue kan da representeres med seks reelle tall. For twister
og wrencher skriver vi da:

[ wy ] [ fa ]
, Wy ; fy
I é w _ Wy I é f o fz
u—[lv]— v | 08 w_[lm]_ m (2.46)
Uy my
/UZ L mZ
(wg, - - -, v,) kalles de seks Pliickerkoordinatene til twisten v og tilsvarende kalles (fy, ..., m,)
de seks Pliickerkoordinatene til wrenchen w. ; ;
I det folgende vil vi uttrykke et element S’E)Tw ) SJ € se(3) som en twist pa koordi-
natform,
Al Tw
v = l Iy | (2.47)
og vi sier da:
Tv € se(3). (2.48)

Tilsvarende uttrykker vi et element I' € se*(3) som en wrench pa koordinatform,

AT
Tw = lquz] (2.49)
og skriver:
T € se*(3) (2.50)

Vi vil senere, i forbindelse med fjeering fa bruk for sma forflytningsskruer i se(3). No-

tasjonen som da brukes er: o
za = (6,d) (2.51)

der § representerer en liten rotasjon og d en liten translasjon. Pa koordinatform skriver
vi:

5 W
by
I
Tep = llgl = gz € se(3) (2.52)
dy
| d. |

der (4, ...,d,) er de seks Pliickerkoordinatene til twisten za.
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2.2 Eulerparametre

2.2.1 Parametrisering av SO(3)

En rotasjonsmatrise R? € S 9(3) kan alltid parametriseres ved en rotasjon gitt ved en
vinkel # om en enhetsvektor £ [Spong og Vidyasagar 1989]. Vi skriver da:
R7 = Ry (2.53)
der k 2 'k er k dekomponert i system I. Ry kan da uttrykkes ved k og 6 som:
Ry 2 cos 015,54 S(k)sinf + kk™ (1 — cos ) (2.54)

Definisjon 2.14 For en rotasjonsmatrise beskrevet ved en vinkel 8 og en enhetsvektor k
er eulerparametrene definert ved

4 eR
= COoS=
7 2
.0 3
€ = ksin 5 €R (2.55)
|
Pastand 2.5
" +ele=1 (2.56)
|
Bevis:
0 6 6
cos’ 3 + kT E sin? 3= cos? 3 + sin? 3= 1
dak'k=1 n
Pastand 2.6 Ry kan uttrykkes ved n og € pa folgende mate:
Ry = Ry = (211" — 1)Iscs + 2e€’ +21S(e) (2.57)
|

Bevis:
Vi far bruk for sammenhengene:

0 0

sinf@ = 2sin—cos—
2 2

7
cosf) = 2cos’ 3~ 1 (2.58)
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Vi setter inn (2.58) i (2.54) og far:

7 6 0 7
Ry = cos’ §I3x3 — I3+ 28(k)sin gcosy + kk™(2 — 2 cos® 5)

7
= 20 I35 — I3.3 + 27S(€) + 2kk " sin® 3
R, = (20" —1)I3.3+ 2e€" +21S(e) (2.59)

Av ligning (2.59) ser vi at:
R =R, _. (2.60)

Eulerparametrene er en global og singulaeritetsfri parametrisering av en rotasjonsmatrise
R € SO(3).

2.2.2 Sammensatte rotasjoner

Vi skal na finne uttrykk for eulerparametrene (7, €) til en sammensatt rotasjon
R,.=R,.R,. cSO(3)

uttrykt ved (11, €1) og (12, €2).
Pastand 2.7

M — €] €
€ = M€+ 1€ + 5(61)62 (261)
]
Bevis:
Dette kan bevises ved bruk av kvaternionproduktet, se [Egeland 1993] ]

2.2.3 Kinematiske differerensialligninger for eulerparametre

Det er vist i [Egeland 1993] at rotasjonsmatrisen R 2 R? oppfyller de kinematiske
differensialligninge:

R = RS (Pwp) (2.62)

Der Pwp /1 08 Twg /1 er vinkelhastigheten til system B i forhold til system I dekomponert
i henholdsvis system B og system 1.
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Teorem 2.1 Eulerparametrene (n,€) til R oppfyller de kinematiske differensiallignin-
gene:

. 1

n = _§€TBWB/I

) 1

€ =3 (nI3x3 + S(€)) Pwpyr (2.64)

i1 system B, og de kinematiske differensialligningene:

) 1

n = —§€TIWB/1

) 1

€ =3 (nI3x5 — S(€))'wpy (2.65)
1 system [
Bevis:
Se [Egeland 1993] ]

Vi vil senere fa bruk for de kinematiske differensialligningene for eulerparametrene til en
sammensatt rotasjon, og presenterer derfor fglgende pastand:

Pastand 2.8 Fulerparametrene (1, €) til den sammensatte rotasjonen gitt ved
R=R'R (2.66)

der Ry, € SO(3) er konstant, oppfyller de kinematiske differensialligningene

. 1

o= _§éTBwB/I

; L . .

e = 5 I3+ S(€) Pwpr (2.67)
1 system B, og

. 1

U —§éTIwB/1

: L . .

€ =3 (N353 — S(€)) wpys (2.68)
1 system 1. [ |

Bevis:
Utfra definisjonen R = R! R kan vi sette opp diagrammet i figur 2.4 som viser sam-
menhengen mellom rotasjoner og vinkelhastigheter. Siden R, er konstant og fglgelig
Ws, = 0 har vi:

wp /I = w (269)
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Figur 2.4: Sammenheng mellom rotasjonsmatriser

som vil gjelde i bade system I og B. Vi har da sammenhengene

1

77 _ —§ETB(;J — __éTBwB/I

. L. B Lo ~\\ B

€ = 5 (7’]I3><3 + S(G)) W = 5 (77I3><3 + S(G)) wB/[ (270)
0g

. 1 1

no= —56-:“& = —52-:%3/,

: L. U P T .

€ = 5 (77I3><3 — S(E)) Iw = 5 (77I3><3 — S(E)) IwB/] (271)
og Pastand 2.8 er dermed bevist. [ |

2.3 Kontaktkrefter

2.3.1 Stivhetsmatriser

Vi skal her se hvordan vi skal modellere kontaktkrefter ved hjelp av

fjeerkrefter. Vi antar hele tiden at kontakten skjer pa en glatt overflate, S, og vi ser bort
fra effekter av friksjon.

Vi vil fa bruk for en definisjon av differensielle former:

Definisjon 2.15 La g : M — R vere en deriverbar 1-form pa manifolden M. Differen-
sialet dg|, av g i @ er da en liner avbildning

dgly : TyM — R (2.72)

fra tangentrommet til de reelle tall. [ |
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g vil da veere et element i det duale tangentrommet. Det vil si:
gle € To M (2.73)

Siden differensialet dg(x) : M — T M er en avbildning fra M til det duale tangentrom-
met vi den Hessiske [Loncari¢ 1987] d?g |, veere en avbildning fra T, M til T M. Det vil

S1:
d*gly : T,M — TiM (2.74)

Vi skal na utvide dette til a gjelde for forflytninger som ligger i tangentrommet se(3).

Definisjon 2.16 FEn generalisert fjer er matematematisk definert ved en potensialfunksjon
V' definert pa SE(3) [Lonéari¢ 1987]. V er en 1-form pa SE(3):

V:SE(3) - R (2.75)

Differensialet til V ie = T 4x4 € SE(3) er den lineare avbildningen:
V. :se(3) = R (2.76)
som er et element i se*(3). Det vil si
dV|. € se*(3) (2.77)
Kraften! som fjzeren V' pavirker omgivelsene med er gitt av:
I'=dV|. (2.78)

Det vil si at fjaerkraften ligger i det duale tangentrommet. I" kan uttrykkes koordinatfritt
som en skrue (f,m).
Den Hessiske d?V uttrykker stivheten til fjeera, og er en lineser avbildning fra se(3) til
se*(3) i identiteten:
d*V|, : se(3) — se*(3) (2.79)
Vi definerer na :
K £ d’V (2.80)

Det bemerkes at IK er en dyade. Pa koordinatform kan IK representeres med en sym-
metrisk matrise

AT'K € R6*S der:

Al A G
'K = l GT B ] (2.81)
0g
A | 0343 I3x3
4= I35 0343 ] (2.82)

!Dette er en kraft i generalisert betydning. Den har bade krefter om momenter som komponenter.
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der A= A", B=B", G e ®**3

K kalles na en stivhetsmatrise og A kalles resiprokoperatoren. Indeksen I betyr at
K er dekomponert i koordinatsystem /. K er konstant, men er avhengig av hvilket
koordinatsystem den dekomponeres i. For enkelhets skyld vil denne indeksen slgyfes i
det folgende.

Elementene v € se(3) kan uttrykkes koordinatfritt som skruer (6,d). Hvis vi uttrykker
skruene I' og v som koordinatvektorer i R® kan vi sette opp sammenhengen:

1]

Det finnes et unikt koordinatsystem som gir den enkleste formen pa K. Denne formen
kalles normalformen [Loncari¢ 1987], og gir maksimal dekobling mellom rotasjons- og
translasjons-komponenetene.

2.3.2 Spesifisering av kontaktkonfigurasjon

Vi skal na se pa hvordan vi skal beskrive kontaktkonfigurasjonen mellom to legemer.
Det ene legemet vil veere griperen pa en robotmanipulator, og det andre legemet en
uspesifisert flate i rommet, S, som roboten er i kontakt med. S antas a veere glatt,
fjeerende og friksjonsfri. Hastigheten til griperen beskrives med en twist, v, dekomponert
i et koordinatsystem, B, fast i griperen.

Kontaktkreftene beskrives av en wrench,w, dekomponert i det samme koordinatsystemet.
Avhengig av kontaktens art, det vil si punkt, linje eller flate, stilles det forskjellige krav
til hvoran v og w tillates a variere.

Vi kaller det vektorromme som v er i for 7 og vektorrommet som w er i for W. Det er
klar at for hver bevegelsesbegrensning vil:[DeShutter og Bruyninckx 1992

T C se(3) (2.84)

0g
W C se(3) (2.85)

Vi betegner antall frihetsgrader v har som n,, og antall frihetsgrader til w som n,,. Siden
de “retninger” som v har ikke kan variere fritt pa grunn av kontakten med S vil mappes
til kontaktwrencher av stivheten IK, har vil n,, = 6 — n,.. Vi skriver da:

dim7 = n,<6
dimW = n,=6—-mn, (2.86)

7T spennes ut av n, linezrt uavhengige twister og ¥V spennes ut av n,, linezert uavhengige
wrencher:

7 = spanf{vy,..., v, }
W = span{wi,...,wy,,} (2.87)
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Vi kan derfor dekomponere en twist som: Y1, 7;1; eller pa koordinatform i koordinat-
system B:

Pr =% nPv, (2.88)
=1

der Bv inneholder de 6 Pliickerkoordinatene og de n, 7; kalles twistsystemkoordinatene
til twisten v € 7 med hensyn pa den valgte basis av Pv; i 7.
Pa matriseform kan vi skrive dette:

VPv e T 3rer™ : Pv="Jr (2.89)
der R
By=|Pu,,....,Bv, |. (2.90)
Det vil si
dim?J =6 x n, (2.91)

B J kalles twistjacobimatrisen til 7.

P4 tilsvarende mate kan ogsa en wrenchjacobimatrise, G for W utledes, men det vil
ikke bli gjort her. Det bemerkes at utedningen av twistjacobimatrisen like gjerne kunne
veert foretatt i koordinatsystem I og hadde da naturlig nok gitt et uttrykk for /.J.
Eksempel:

Et eksempel pa bruk av twistjacobimatrisen er punktkontakt mellom griperen og S.
Koordinatsystemet B er lagt i kontaktpunktet som vist i figur 2.5. Vi ser at den eneste

rp

YB
B

ZB
Figur 2.5: Eksempel pa punktkontakt

retning griperen ikke kan bevege seg fritt i er translasjon i z-retning. Dette betyr at
n, = 5, og at et mulig uttrykk for ZJ er:

-

1 3 k 0O
0 00 2z 3

|-

(2.92)

oS o= O OO
o O O O O

S OO O O
oo o o = O
oo o= OO
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Kontaktkraft vil genereres i z-retning. [

2.3.3 Stivhetsmetrikk og invarians

Vi ser forst pa definisjonen av norm og metrikk pa et vektorrom V.

Definisjon 2.17 La V vere et vektorrom.
-1V :V—R (2.93)
er en norm pa V' huvis:
1. |- |V er positiv definitt. Det vil si ||z||¥ >0 <=z £0Vz €V

2. |l +yllY < |lz||Y + ||lyl|Y Yo,y € V (trekantulikheten)
S A2V =\ |z]|V Ve eV, VAER

Definisjon 2.18 FEn FEuklidsk metrikk, g, er en kvadratisk form pa V. Det vil si:
g:VxV >R (2.94)

g har folgende egenskaper:
1. g er av klasse C2.
2. g er bilineer: g(x, 0y + fz) = ag(x,y) + Bg(x, z)
3. g er symmetrisk: g(x,y) = g(y, x)
4. g er posistiv definitt: g(x,x) >0 hvis x # 0, og g(x,x) =0 hvisx =0
5

. g degenererer tkke. Det vil si: Det eksisterer ikke y # 0 € V slik at Ve € V :
g(x,y) =0

Hvis en Euklidsk metrikk ¢ fins, fins en Euklidsk norm, eller 2-norm pa V' defineret ved:
A
lz]ly = y/g(z, @) (2.95)

Enhver metrikk ¢ har en metrisk tensor, [g;;] som beskriver ¢’s virkning pa en basis
{er,....e,} i V.

yAN
9i; = g(ei, e;) (2.96)
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Dermed far vi:
Ve,yeV g(x,y) ng ziy; = [gi]y (2.97)

For den Euklidske metrikk pa R* vil [g;;] = Lnxn.
Hvis V ikke bare er et vektorrom, men ogsa en Lie-gruppe (se kap. 2.1.1), som SE(3),
definerer vi begrepet invariant metrikk pa fglgende mate:

Definisjon 2.19 Metrikken g er invariant hvis:

1. [gij] ikke endres nar basisen den er definert pa blir transformert av en gruppetrans-
formasjon T

2. |gij] tkke endres nar lengdeskalaen endres.

Folgende viktige toerem er hentet fra [Lonc¢ari¢ 1987]:

Teorem 2.2 Det eksisterer ingen positiv definitt invariant metrikk for Lie-gruppen SE(3).
|

Dette betyr at ingen invariant Euklidsk metrikk eller norm finnes for twister eller wrencher
siden Euklidsk metrikk er positiv definitt. Vi ma derfor ha et annet lengdemal pa SF(3)
enn den Euklidske norm. Vi skal na se pa en slik metrikk, nemlig stivhetsmetriken.

Som vi har sett mapper en stivhetsoperator IK en forflytningsskrue x5 til en wrench w.
Vi definerer na en kvadratisk form K slik at:

K(za,z) = ()T 'K Tza (2.98)

der 'K = [k;;] representerer den metriske tensoren til K og @y, ‘xa € se(3). K er en
metrikk ifplge definisjon 2.18 ([DeShutter og Bruyninckx 1992] s. 53). K er ikke invariant
fordi K er avhengig av koordinatsystem.

Vi skal na se pa hvordan et begrep som ortogonalitet kan brukes i forbindelse med K-
normen. I R sier vi at to vektorer & og y er ortogonale hvis "y = 0. Mer generelt er
det a skrive:

Definisjon 2.20
T og y er ortogonale hvis " [g;;]y = 0 der z,y € R" (2.99)
der [gi;] er den metriske tensoren til den Euklidske metrikken som er lik Iy, i et n-

dimensjonalt ortogonalt koordinatsystem. [ |

Pa samme mate sies to twister vy og v a vaere K-ortogonale hvis

Definisjon 2.21

1 og vy er K — ortogonale hvis K (v, v5) = v] [kij]lva = 0 (2.100)
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der [kij| er den metriske tensoren til K. ]

Vi skal se pa hvordan C-normen kan brukes i forbindelse med lgsning av lineaere lignings-
sett. Anta at vi har et linesert ligningssett i R™:

Az =1b (2.101)

Hvis A ikke er inverterbar, det vil si rangA < n, vil pseudoinverslgsningen [Strang 1988|,

ol veere gitt ved:
g
zl = Afp (2.102)

der AT er den pseudoinverse til A. 2l er den lpsning som er “best” i henhold til 2-
normen, det vil si en minste kvadraters lgsning. Men hvis ligningssettet er definert i et
twistsystem, 7, fglger det av teorem 2.2 at vi ikke kan bruke 2-norm. Vi vil derfor bruke
KC-normen til dette.

Hvis vi erstatter den Euklidske normen med 2-normen basert pa stivhets-metrikken K

i

far vi den KC-vektede pseudoinverslgsningen ..

Vi har fglgende definisjon pa a:;[(:

Definisjon 2.22 a:;[( er en 2-norm lgsning til Ax = b, med 2-normen basert pa stivhets-

i

metrikken IC hvis og bare hvis &y er en lgsning pa optimaliseringsproblemet
min J = (Az — b)"K(Ax —b) (2.103)

Vi ser at dette er en utvidelse av optimaliseringskriteriet for pseudoinvers-lgsningen.
T

Formelt vil ;- kunne finnes ved hjelp av den K-vektede pseudoinverse A;r(. Hvis A har

full kolonnerang og har flere rader enn kolonner, kan en sluttet lgsning for A;[( finnes:
Al —(ATKA)'ATK (2.104)
T

og xj finnes ved:
zh = Alb (2.105)

Metoder for numerisk beregning av :c;[( og A;[( finnes i [Golub og Van Loan 1989).

2.3.4 Dekomponering av hastighet

Vi skal i dette kapittelet se hvordan vi kan dekomponere robotgriperens hastighetsskrue
i en fri komponent og en komponent assosiert med kontakten med et annet legeme.
Vi antar at det er et “fjeerende element” med stivhet IK mellom griperen og kontaktflaten.
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Vi antar at roboten og kraftsensoren er ideelt stive og all fjeering er samlet i IK. Det vil
si vi modellerer kontaktkraftskruen som fjaerkrefter. I og med at kontaktflaten er antatt
fjeerende har griperen fortsatt 6 frihetsgrader i hastighet.

Noen av hastighetskomponentene gir opphav til deformering av kontaktflaten. Disse
komponentene mappes til en kontaktwrench av IK. Derfor er twisten til griperen alltid
en sum av en fri komponent og en komponent assosiert med kontakten. Dette skriver vi:

V = Vi + Veomp (2.106)

der indeksen comp star for compliance. Disse komponentene ligger i hvert sitt twistsystem
og vi skriver:

Virg € 7}%’
Veomp € Teomp (2.107)

Vi skal na finne uttrykk for 7v f,; 0g 10 comp 0g til dette trenger vi en projeksjonsoperator.

Definisjon 2.23 I det Fuklidske rommet R™ wil projeksjonen
Pry 2 AAT (2.108)
projisere en vektor @ € R* ned pa kolonnerommet til A, R(A) [Strang 1988]. Det vil si :
Prayx € R(A). (2.109)
Projeksjonen vil minimalisere feilen © minste kvadraters forstand, det vil si en minimalis-

ering av 2-normen til differansen mellom vektoren og projeksjonen av vektoren. [ |

Dette kan ikke brukes i SE(3) da den Euklidske normen ikke eksisterer her. Istedet
brukes 2-normen basert pa K-metrikken.

Definisjon 2.24 [ twist-systemet T vil prosjeksjonen
Py = AAL (2.110)

projisere en twist v € T KC-ortogonalt ned pa kolonnerommet til A. Projeksjonen vil min-
imalisere 2-normen basert pa IC-metrikken av differasen mellom twisten og projeksjonen
av twisten. [ |
Anta at J = [vy,...,v,, | er twistjacobimatrisen til twistsystemet 7. Altsa er:

T =span{vy,..., v, } (2.111)
Anta ogsa at 7 er inneholdt i twistsystemet 7. Det vil si

TcT (2.112)
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Definisjon 2.25 [ twistsytemet T' vil projektsonen

Proy=JdJL, (2.113)

der J er twistjacobimatrisen som definert i ligning (2.90), projisere en twist v € T'
IC-ortogonalt ned pa kolonnerommet til J. Ifplge (2.111) er:

R(J) =span{vy,...,vn, } =T
Vi definerer derfor
Pr 2 Pryy=JJk (2.114)

P il projisere en twist v € T' K-ortogonalt ned pa T [ |

En geometrisk tolkning av dette vil veere: Ppv € T er den twisten som er narmest den
malte twisten v € 7" ifplge K-normen. [DeShutter og Bruyninckx 1992

P er en type kinestatisk filter og kalles et twist-filter [Doty, Melchiorri og Bonivento 1993].
R{Pr} definerer mulige retninger griperen kan ha hastighet uten a deformere kontakt-
flaten, S. Vi far derfor folgende uttrykk for v, (twist of freedom):

Vi = Prv € R{P7} (2.115)

Det folger da at twist-filteret (Igxs — Pr) bestemmer de twistene som deformerer S, og
vi far folgende uttrykk for vy, (twist of compliance):

Veomp = (I6><6 - PT) v E ,}z{PT}L (2116)

Ifplge [Doty, Melchiorri og Bonivento 1993] har viat R{ Py} = R{JJ ;f(} = R{J} hvilket
vil si at v¢,; avhenger bare av J og er invariant i forhold til stivhetsmatrisen K. Vi har

ogsa at R{Pr}+ = R{JJ;[(}L = 72{J;[(}L som betyr at V oy, avhenger av stivhetsma-
trisen K.

Pastand 2.9 7, 09 Teomp er K-ortogonale rom [ |

Bevis:

K(Vfria Vcomp) = V}‘m'KVcomp
= v'PLK (I — Pr)v
= v'(P;K — PIKPy)v

Setter inn ligning (2.114):

K(V sy Veorny) = 1" {(JL)TJTK _ (JL)TJTKJJL} v
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Vi setter inn sammenhengene:
JL = (KD IK
(T = KJJITKJI)" da J'KJ er symmetrisk
og far:
K(WirisVeomp) = v {KJ(J'KJ)"'J'K
~KJ(J'"KJ)'J'KJ(J'KJ) ' T K} v
K(Wtris Veomp) = v KJ{(J'KJ)™!
- (JTKI)ITKI(JTKT) T K

Vi definerer den symmetriske matrisen @Q £ (JTKJ). Q er inverterbar da J har full
kolonnerang. Dette gir oss:

K:(Vf'riaycomp) - VTKJ{Q_I - Q_IQQ_I} JTKV
= v'KJO0gJ Kv

Dette gir oss folgende resultat:

K(Vris Veomp) = 0 < Tppi 08 Teomp €r K—ortogonale

2.4 Dynamisk modell for robotmanipulator

Anvendelse av Euler-Lagrange ligningen gir en dynamisk modell for en n-leddet robot-
manipulator pa formen [Spong og Vidyasagar 1989):

D(q)g+C(q,9)g +9g(q) =T (2.117)

der
e g=|q,..., qn]T er en vektor av leddvariable, dim{g}=(n x 1)

D(q) er manipulatorens treghetsmatrise, dim{D}=(n x n)

C(q, q)q er en vektor av coriolis/sentrifugal-krefter,
dim{C}=(n x n)

g(g) er en vektor av tyngdekrefer/momenter, dim{g}=(n x 1)

e 7 er en vektor av leddmomenter, dim{r}=(n x 1)
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Hvis manipulatorens griper er i kontakt med omgivelsene far modellen formen:

D(q)g+C(q,9)q+9(q) =7 —J(q)f (2.118)
der

e J(q) er maniplulatorens jacobimatrise
e f er kontaktkraften

En viktig egenskap ved disse modellene som vi skal fa bruk for senere er

Teorem 2.3 Matrisen D(q) — 2C(q, q) er skjevsymmetrisk. ]
Bevis:
Se for eksempel [Spong og Vidyasagar 1989]. [

En annen egenskap med modellen som vi vil fa bruk for i stabilitetsbevis er:

Pastand 2.10

D=C+C" (2.119)
]
Bevis:
D-2C = —-D+2C" da D er symmetrisk
2D = 2C +2C"
D = C+C" qed. (2.120)
]

Vi vil ogsa fa bruk for a kunne finne en begrensning pa matrisen C.

Teorem 2.4 ||C(q,q)|| er lineer i ||q|| og begrenset, det vil si:
1C(a, @)l < kellg]| (2.121)

Bevis:
Uttrykket for C(q, ) = {cij(q,q)} er gitt ved [Spong og Vidyasagar 1989):

"1 (ddy; Ody  Ody; } :
i =S = + — G 2.122
Y ,;1 2 { dar. ~ Oq;  Og; (2.122)
der D(q) = {d;;} ogi,j =1,...,n 0g ¢;; er de sakalte Christoffel symbolene. Siden D er
manipulatorens treghetsmatrise er den begrenset i g og det er ogsa matrisen %. Vi ser

da av ligning (2.122) at ¢;; er begrenset i g og linezer i g. Det folger da at det eksisterer
en konstant k¢ slik at ||C(q, q)|| < kc||4q|| ]
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2.5 Oppgavekoordinater

Nar manipulatoren er i kontakt med omgivelsene, som er tilfellet i kraftstyring, er det mer
hensiktsmessig a beskrive dynamikken i oppgaverommet [Khatib 1987]. Manipulatorens
tilstand blir na beskrevet av en vektor & som inneholder griperens konfigurasjon. Vi
trenger en sammenheng mellom q og x:

z = f(a) (2.123)
der f(-) beskriver manipulatorens foroverkinematikk. Vi har videre sammenhengen:
. 0f(q), -
= =J 2.124
w=—5, 1=J@1a (2.124)
&=J(@)q+J(9)ig (2.125)

Der J(g) er manipulatorens geometriske Jacobimatrise. Denne ma ikke forveksles med
twistjaboimatrisen, J, definert i ligning (2.90). Vi har na fglgende uttrykk for ¢ og g:

qg=J '(g)z (2.126)
g=J (@& —J (@ (9)T ' (9)z (2.127)
Setter sa inn ligningene (2.126) og (2.127) i modellen (2.118).
D(q)J'é — D(q)J 'JJ '+ C(q,q)J ' +g(q) =7 J"F (2.128)
Vi innfgrer na notasjonen
e D(z) = J "(q)D(q)J '(q)
e C(z,&)=J "(q)C(q.4)J '(a) - I "(@)D(q)J '(q) J(9)T '(q)

/

D)
* g(x)=J "(9)g9(q)
e u=J T(g)r
Dette gir oss folgende dynamiske modell :
D(z)t +C(xz,z)c +g(x) =u—f (2.129)

Denne modellen vil vi bruke for a beskrive en manipulator med kun tre translasjonsledd,
slik at & er griperens posisjon i R*. For en manipulator med 6DOF vil vi bruke modellen:

DT)w+C(T,v)v+g(T)=u—w (2.130)

Der T € SE(3) beskriver griperens posisjon og orientering, og v € se(3) er en hastighets-
skrue som beskriver griperens vinkel- og translasjonshastighet. Merk at den samme no-
tasjonen D brukes for de forskjellige matrisene D(x), D(q) og D(T'). Det samme gjelder
for C og g.
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Teorem 2.5 Egenskapen i teorem (2.3) gjelder ogsa nar den dynamiske modellen er ut-
trykt i oppgavekoordinater. [ |

Bevis:
Vi deriverer D(x) etter produktregelen:

-

D(z)=J 'D(q)J *+J TD(q)J ' +J TD(q)J (2.131)
Trekker fra uttrykket for 2C(x, &) og far:

D(z)-2C(z,2) = J D(@)J '+J "D(q)J” +2J TD(q)J 'JJ
+J 7 (D(q) - 2C(q,4)) J (2.132)

For & rydde opp i dette trenger vi sammenhengen J 'J = I,
Derivasjon av dette gir J T + J7'J = 0,,, og vi far folgende uttrykk for J:

J=-JJ 'J (2.133)
(2.132) kan na forenkles til:

D(z)-2C(z,&)=J D(q)J ' —J TD(q)J  +J T(D(q)—2C(q,q))J " (2.134)
Transponerer (2.134) og far

(D(2) - 2C(a,)) =J "D(q)d ' —J "D(q)d '+ " (D(q) - 2C(q.q)) T

(2.135)

Hvis vi sammenligner ligningene (2.134) og (2.135) ser vi :
D(z) - 2C(z. &) = — (D(z) - 2C(e, &) (2.136)
]

Det folger apenbart at sammenhengen (2.119) ogsa gjelder i oppgavekoordinater.

I stabilitetsbevisene vil vi fa bruk for a finne gvre begrensninger pa leddene i den dy-
namiske modellen, og vi vil derfor utlede hvordan vi kan finne en begrensning pa coriolis-
matrisen.

Teorem 2.6 For en dynamisk robotmodell 1 oppgavekoordinaterfor der x betegner griper-
posisjon i R vil ||C(z, )|| vere lineer i ||| og begrenset. Det vil si:

|C (@, &)|| < kol (2.137)
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Bevis:
Fra ligningen for C(x, &) har vi:

IC@ @) < |7 (Ic@al+ |7 @] I1D@] |T(@)) (2.138)

Hvis vi antar at manipulatoren er i en ikke-singulaer konfigurasjon har vi felgende be-
grensning pé’LHJ’l(q)H:

0< |77 (g)]| =01 <0 (2.139)
der oy er nedre singulaerverdi til J(q) Vi setter inn (2.121) og (2.139) i (2.138) og far:
IC (=, )| < o (kellal + o1 D(@)]| | T (a)]) (2.140)

D(q) er begrenset i g og J(q) er begrenset i g og linezer i . Det vil si:

ID(@)] <M og |J(@)| <Nl (2.141)
Vi far dermed
|C@, &) < of (ke |7 (@) ] + o MN|[T~(g)] 111 (2.142)
som kan skrives
IC(z, &)|| < Ka|2|| der k£ 03ke + ot MN (2.143)
n

Nar robotmodellen er gitt som i ligning (2.130) vil vi ogsa ha en slik begrensning:

Teorem 2.7 For en dynamisk robotmodell i 6DOF wvil coriolis-matrisen vere guvre be-

grenset. [ ]
Bevis:
C(T,v)=J "(q)C(q,q)J '(q) —J "(q)D(q)J 'J(q)J (q) (2.144)
Siden den euklidske norm av v ikke eksisterer, finner vi en begrensning i g:
IC(T,v)|| < Cunax der Cunax = (07kc + o} MN) max {[14]} (2.145)
]

2.6 Lyapunovteori

Vi vil her gi en kort innfgring i Lyapunovstabilitet for ulinesere systemer. Referanser for
dette kapittelet er [Spong og Vidyasagar 1989] og [Vidyasagar 1993]. Anta at vi har et
ulinezert system pa R” gitt ved:

= f(x) (2.146)
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og at dette systemet har et singulsert punkt i origo slik at f(0) = 0. Hvis det aktuelle
systemet ikke har et singuleert punkt i origo, men et singuleert punkt x(, kan det alltid
utfgres et koordinatskifte pa R” slik at origo blir det singulzere punkt.

Definisjon 2.26 Origo er et stabilt singulert punkt hvis

Ve > 0 36(e,t0) | ||2(to)]] < 6(g,t0) = ||| < eVt >t

Definisjon 2.27 Origo er et asymptotisk singulert punkt hvis det er stabilt og i tillegg:

lim [|z(#)|| = 0

t—o0

Definisjon 2.28 La V(x) : R* — R vere en funksjon av klasse C' som er definert i en
omegn av origo. Hvis V' er positiv definitt, det vil st

V(z) >0Ve #0 og V(0)=0

er V(x) en Lyapunovsfunksjonskandidat (LFK) for systemet (2.146). ]

Teorem 2.8 Huis det eksisterer en LFK for systemet (2.146) slik at

V(z) < 0Va #0,

det vil si den tidsderiverte av V(x) langs systemets lgsningstrajektorer er negativ for alle
x # 0, er origo et asymptotisk stabilt singulert punkt. [ |

Det kan veere vanskelig a finne en LFK som oppfyller V(x) < 0 Ve. Istedet vil det ofte
veere mulig a finne en LFK der V(z) < 0 Va. Asymptotisk stabilitet kan allikevel vises
hvis V' (z) oppfyller LaSalles teorem som lyder:

Teorem 2.9 Huis det eksisterer en LFK for systemet (2.146) og V(a:) < 0V sd er origo
et asymptotisk stabilt singulert punkt hvis € = 0 er den eneste lgsningen tilV =0 &

2.7 Lyapunovfunksjoner med kryssledd

For stabilitetsanalyse av et dynamisk system vil en energibasert LFK, V', typisk ha en
derivert, V', som er negativ semidefinitt. For a omga dette kan man bruke en vektma-
trise P som inneholder ikkediagonale elementer, heretter kalt kryssledd (se for eksempel
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[Koditschek 1988] og [Arimoto og Miyazaki 1984]). Bruk av kryssledd i en energibasert
LFK kan fore til at V blir negativ definitt i en omegn om origo, og ikke bare seminegativ
definitt [Koditschek 1988]. Dette gjor at vi unngar bruk av LaSalles teorem. Vi skal na
se pa sammenhengen mellom kryssledd i en energibasert LFK og en variabel av typen

m =z + p& (2.147)
Vi betrakter en LFK av typen
1
V= 5zTPz (2.148)
der
T D pD 0
z=|x | og P=|pD Kp+pKp K;
s 0 K, aKr

som er brukt i [Arimoto og Miyazaki 1984] for a studere stabilitet av PID-regulering av
robotmanipulator med kontaktkraft. En lignende LFK brukes ogsa i
[Chiaverini og Siciliano 1991] og [Chiaverini, Siciliano og Villani 1992]. Vi ser at (2.148)

kan skrives pa formen:

T T
1z D pD x I x Kr K; x
I R P A A e Y
Vi utfgrer na en similaritetstransformasjon pa vektmatrisene i (2.149) slik at disse blir
diagonale. Dette gir oss:

T
1l z+px D 0 T+ px
c R el 2150
et K,'K;s ' Kp 0 e+ Kp'K;s
2 s 0 oK;-K;K;'K; s

Som vi ser har vi na omformet V til en sum av to kvadratiske former i variabler av
typen m. Det er tydlig at slike variabler fremkommer nar vi diagonaliserer en LFK med
kryssledd.

Kravet om at V' skal vaere positiv definitt gir oss na enkelt:

1.
D(pKp—p’D) > 0

I} D>0,p>0

Ky, > pD (2.151)
2.
Kp (oK, - K, Kp'K;) > 0
I K ,Kp>0

OéI6><6 > K]Kl_gl

K; < aKp (2152)
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Hvis Kp, K; og K p er regulatorparametrefor en PID-regulator ser vi at vi har fatt krav
som ma stilles til disse for at systemet skal veere stabilt. I tillegg kommer naturligvis
kravet V' < 0 som vil veere avhengig av systemet vi analyserer.

2.8 Regulering og stabilitetsanalyse pa SE(3)

Vi skal i dette kapittelet se pa en metode for a analysere stabiliteten til dynamiske
systemer definert pa SE(3). I vart tilfelle er det konfigurasjonen til griperen pa en
robotmanipulator som skal analyseres. Robotens dynamiske modell er gitt ved:

D(T)%y +C(T,v)’v + Pg(T) = Pu — Pw (2.153)
der

e v € se(3) er griperens hastighetsskrue (twist).

'R 'p?

'T:loT 1

] € SE(3) beskriver griperens orientering og posisjon.

e D(T) € R°*® er manipulatorens treghetsmatrise.

e C(T,Pv) € R°*® er en matrise av sentripetal- og coriolis-ledd.
e Bg(T) € RS er en vektor av tyngde-krefter og -momenter.

e Bw € se*(3) er en vektor av ytre momenter og krefter.

o By € RS er padrag fra regulatoren.

For a fa et enkelt system a analysere bruker vi her en ulineser regulator gitt ved:
u=D(T)M;'a+ C(T,v)+g(T) +w (2.154)

der M, er en onsket treghetsmatrise og @ er et nytt padrag. Regulatoren (2.154) re-
duserer dynamikken (2.153) til:
Mg =14 (2.155)

Hvis vi velger M 4 = I far vi det dekoblede systemet:

l‘f’ ] = l’f"’“] (2.156)
v up

der indeksene R og P star for henholdsvis rotasjon og posisjon. Malet er a styre griperens
konfigurasjon, T € SE(3) til en konstant referanseverdi gitt ved:

€ SE(3) (2.157)

_ | Ra py
Td_lo;{ 1

slik at denne tilstanden er stabil. Vi vil na se pa rotasjonsdelen og posisjonsdelen av
systemet hver for seg.
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2.8.1 Posisjonsdelen

For posisjonen har vi den kinematiske ligningen

p=v (2.158)
der p 2 Bp og v 2 Bu. Dynamikken er gitt ved:

b=ap (2.159)
som fglger av ligning (2.156). Vi definerer reguleringsavviket p = p, — p slik at p=—p
og p = —p. Vi velger a regulere med en regulator med PD-struktur. Regulatoren er gitt

ved:

ap = Kppp+ Kppp

up = —Kppp+ Kppp (2.160)
der regulatorparameterene er gitt ved:

Kpp = kpplsxs

Kpp = kppl3zxs
I lukket slgyfe far vi na feildynamikken:
P+ kppp+ kppp = 03 (2.161)

Vi ser at kpp og kpp kan velges slik at p = 03 er en stabil likevekttilstand. Vi skal ogsa
pavise stabilitet ved a bruke Lyapunovs metode med en kvadratisk form med kryssledd
som LFK som beskrevet i kapittel 2.7. Vi velger en energibasert LFK pa formen:

. T arF .
e .
Vp = —l {’] [ Taxa Plaxs {’] (2.162)

2| p plsxs Kpp+pKpp || P
Der p er en positiv skalar. Diagonalisering av vektmatrisen gir:
1] p+pp [ I 033 1] 2+ p8
VP:§[ D ] [03><3 KPR+PKDR—PI3x3_ . P ] (2.163)
Vi ser at for at V' skal vaere positiv definitt kreves:
Kpp > p*Is.3 — pKpp (2.164)
Utregning av Vp gir oss:
Vp = _IL)TKDPﬁ - bTKPPﬁ + PﬁTl;? — pp"Kppp
—pp" K ppp + P K ppp + pp" K ppp (2.165)
som kan forenkles til
Vo=—p (Kpp — pIsxs)p— pp K ppp (2.166)
For at V skal veere negativ definitt kreves na
Kpp > pl3y3 og Kpp > 0343 (2.167)

siden p ikke inngar i regulatoren kan denne velges fritt, og kravene (2.164) og (2.167) kan
oppfylles og posisjonsdelen av systemet er dermed lokalt asymptotisk stabilt.
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2.8.2 Rotasjonsdelen

For orienteringen til griperen har vi folgende kinematiske differensialligning:
R=RS(w) (2.168)
der R 2 TRP og w 2 Bwp);. Dynamikken er gitt ved:
w=ug (2.169)

som folger av ligning (2.156). For enkelhets skyld setter vi orienteringsreferansen Ry =
I;.3. Videfinerer w = wy;—w og wy = 03 slik at w = —w og w=-w. Vi parametriserer
R € SO(3) med eulerparametrene som beskrevet i kapittel 2.2.1. Det vil si R = R, . der
n og € oppfyller de kinematiske differensialligningene gitt i (2.1). Vi velger ogsa her en
regulator med en PD-struktur:

up = Kprw — Kpre
’INI,R = —KDR(.U—KPRG (2170)

der regulatorparameterene er gitt av

Kpr = kprlsxs
Kpr = kprlsxs

I lukket slgyfe far vi dynamikken:
©+ Kpr@w — Kpre =0y (2.171)

For a vise stabilitet av rotasjonsdelen av systemet bruker vi en LFK foreslatt i
[Wen og Kreutz 1991]:

1
V= gw'w+ fe'w + (kpr + Bkor) (e"e+ (n - 1)°) (2.172)

Der 3 er en positiv skalar som kan velges fritt. Vi kan skrives pa matriseform:

T

1 w I3 B3y 03 w
Vr = 5| € BI3x3 2(kpr + Bkpr)Isxs 03 € (2.173)
1—77 03T 03T Q(kpR—i-ﬁkDR) 1—77
Vi ser at Vg er positiv definitt for alle kpg og kpg forutsatt at 3 velges slik at
2k
< 2kpr + ;R (2.174)

Den deriverte av denne LFK langs systemets lgsningstrajektorer blir:
VR = wTU.J + BeTw + ﬁETu.J + 2(1{3131{ + ﬁkD) (ETé + (77 - 1)77)
VR = —kDRwTw — ]{ZPRUJTG — kDReTw — k‘pRﬁGTE + ganw + (kpR + BkDR)neTw

—(kpr + Bkpr)ne' w + (kpr + Bkpr)n'w (2.175)
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Vi finner av dette en gvre begrensning pa V ved:

VR S — (kDR — g) wTw - k‘pR,BGTG (2176)

Vi ser at V er negativ definitt for alle kpr og kpr hvis [ velges slik at:
ﬁ < QkDR (2177)

Av ligningene (2.174) og (2.177) ser vi at (2.177) impliserer (2.174). Rotasjonsdelen av
systemet er dermed lokalt asymptotisk stabil forutsatt at (2.177) er oppfylt.

Det er i litteraturen foreslatt andre mulige regulatorer for a styre rotasjonsdelen av sys-
temet. Se for eksempel [Wen og Kreutz 1991] og [Egeland 1993]. Disse regulatorene
innbeerer blant annet tilbakekobling fra eulerrotasjonen og Euler-Rodriguez-parameteren.
Stabiliteten av disse regulatorene kan analyseres pa tilsvarende mate som ovenfor.

2.8.3 Konklusjon

Utfra resultatene i kapittlene 2.8.1 og 2.8.2 konkluderer vi med at stabilitet pa SF(3)
kan analyseres ved hjelp av Lyapunovs metode nar R € SO(3) parametriseres med
Eulerparameterene (1, €).
Bruken av kryssledd i Lyapunovfunksjonskandidatene (2.162) og (2.173) medforer at vi
kan pavise lokal asymptotisk stabilitet. Det vil si
R p
07 1

€ SE(3) — [(})21‘3[ pld] € SE(3) asymptotisk (2.178)
3
Det ma nevnes her at sidlen R = R; < n = +1, € = 03 vil vi fa to likevektspunkter

der n = —1 vil representere et ustabilt likevektspunkt og n = 1 vil representere et stabilt
likevektspunkt. En naermere analyse av denne stabiliteten er foretatt i [Egeland 1993].



Kapittel 3

Parallell Kraft/posisjonsstyring i 3
DOF

Vi vil her prestentere den parallelle kraft/posisjon styringen som er utviklet i
[Chiaverini og Siciliano 1991] og [Chiaverini, Siciliano og Villani 1992]. Ferst vil vi ut-
lede en total modell for robotmanipulator, regulator og kontaktkraft, og sa vil vi ved
hjelp av Lyapunovs metode finne krav til regulatorparametrene for at systemet skal vaere
asymptotisk stabilt. Vi definerer fglgende koordinatsystemer:

e Basesystem: [

e Gripersystem: B

3.1 Dynamisk robotmodell

Vi betrakter na en robotmanipulator med tre ledd og med en dynamisk modell gitt i
oppgavekoordinater, I, (se kap 2.5) ved:

D(z)t +C(xz,z)c +g(x) =u—f (3.1)

der @ betegner griperens posisjon i rommet. u er padrag fra regulatoren og f er kontak-
tkraft som folge av interaksjon med omgivelsene. Alle disse vektorenne er dekomponert
il.

3.2 Modell av kontaktkraft

Vi antar at (3.1) er den dynamiske modellen til en ikke-redundant manipulator uten
singulariteter. Kraften fra manipulatoren pa omgivelsene modelleres som en fjerkraft:

f=K(x — x) (3.2)
38
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der

e K er en konstant {3 x 3} symmetrisk stivhets-matrise som kan sees pa som en
lineser mapping mellom x og f

e x er koordinatene til kontaktpunktet

e x; er et punkt i kontaktplanet som er i ro

Figur 3.1: Kontaktkraft

Vi har at kontaktkraften er ortogonal til kontaktplanet, S, for enhver vektor (x — ).
Dette er illustrert i figur 3.1. Dette betyr at

rang(K)=r=1 (3.3)

som impliserer at

dim{R(K)} = 1 (3.4)
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der R(K) er kolonnerommet til K. Videre er en basis for R(K) gitt av n som er en
enhetsnormal til §. Det vil si:
R(K) = span{n} (3.5)

Dimensjonen til R(K)* er gitt som
dim{R(K)*} =3 —r=2 (3.6)

og en basis for R(K)* er gitt av enhetsvektorene p, og p, som er linesert uavhengige og
tangenter til S. Det vil si:

R(K)" = span{p,, p,} (3.7)
Matrisen K kan na skrives som
K =knn? (3.8)

der k£ er stivhetskoeffisienten i retningen gitt av n. Siden K er symmetrisk, det vil si
K = K" har vi folgende sammenhenger som gjelder for nullrommet til K:

R(K") = N(K)*" = R(K) (3.9)
0g
N(K") =R(K)" = N(K) (3.10)
Av dette folger:
R(K): = N(K). (3.11)
Det vil si R(K) og N(K) er ortogonale komplementer og folgelig er
R(K)®N(K) =R (3.12)
slik at
span {p;, Py, N} = R’ (3.13)
P4 grunn av denne symmetrien vil vi i det fglgende ikke skille mellom R(K), R(K™") og
N(K), N(K").

Siden K er av rang 1 eksisterer ikke den inverse. Istedet vil vi bruke en generalisert
invers. Vi henter fplgende definisjoner fra [Samson 1991]:

Definisjon 3.1 Matrisen A~ er en generalisert invers til A huvis

AA A=A (3.14)

Definisjon 3.2 En matrise A~ en refleksiv generalisert invers til A hvis den er en gen-

eralisert invers og
A AA- = A" (3.15)
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Pastand 3.1 K~ er en refleksiv generalisert invers til K og er gitt ved:

1
K = EnnT (3.16)
[ |
Bevis:

Viser at KK K = knnTnn' = knn" = K. Dermed har vi at K~ er en generalisert
invers. Videre har vi at K- KK~ = tnn'nn® = tnn™ = K~. K~ er dermed en
refleksiv generalisert invers til K, q.e.d. [

Vi ser at
KK =K K =nn" (3.17)

Péstand 3.2 Gitt vektorene a € R(K) og b € R(K)* der R(K)* = N(K). For
matrisen nn"' gjelder da:

nnt(a+b)=a (3.18)
]
Bevis:
acR(K) = a=cn,c €R
bGN(K) = b262p1+03p2, Co,c3 € R
Vi har da at

nnT(a+b) = nnT(cin+ cp, + c3p,)
= ¢nn'n+cnn'p, + snn'p,
= Cn

= a
siden n™n =1 og nTp, = nTp, =0 fordi n L p, L p,. Pastanden er dermed bevist.
T
Siden (KKK~) =K =KKK og (KK K) =K = KK K og K~ er den refiek-
sive generaliserte inverse til K har vi ifglge ligning 31-34 i [Doty, Melchiorri og Bonivento 1993]

at K~ ogsa er den K-vektede pseudoinverse til K som definert i ligning (2.104). Det vil
si:

K- =K (3.19)

Matrisen K K ;[( = nn" kalles i folge [Doty, Melchiorri og Bonivento 1993] et filter fordi:

KKl (a4+b) =a,VacRK),beR(K) = N(K) (3.20)
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3.3 Parallell regulering i 3 DOF

3.3.1 PID-regulator

Vi skal na presentere en regulator for systemet (3.1). De konstante referansene manipu-
latoren skal fglge er gitt ved:

Posisjon : x4 € R®
Kraft : f,€R
Reguleringsavvikene defineres ved:
e Posisjon:

Ar=x,—x (3.21)

o Kraft:
Af=Ffs—F (3.22)

For a regulere systemet (3.1) foreslaes det i [Chiaverini og Siciliano 1991] og

[Chiaverini, Siciliano og Villani 1992] en regulator med PD-virkning pa posisjon, PI-virkning
pa kraft, tyngdekraftskompensasjon og foroverkobling fra kraftreferanse. Dette gir oss
fglgende regulatorstruktur:

u:—KD:b—l—KpA:c—i-g(:c)+fd+KFAf+KI/0TAde (3.23)
Det er viktig a legge merke til at regulatoren ikke krever noe kjennskap til stivheten, k.
Regulatorparameterene er av formen :
o Kp=kplz.3 € RO
o Kp=kpl;.3 € R*C
o Kp=kplsy; € RO¥6

o K;=kil3,;3€ RS

3.3.2 Stasjonare tilstander

Ettersom K er en projeksjon inn i R(K) vil kontaktkraften, f, alltid ligge i R(K). Den
eneste muligheten for a fa null avvik i kraft er derfor a velge f,;, € R(K).

Vi skjgnner na at vi kan ha null avvik i posisjon kun i planet utspent av p, og p,, mens
komponenten i retningen n brukes til a oppna gnsket kraft. Det er derfor ikke mulig a
ha null avvik i bade kraft og posisjon, safremt ikke z4 € N(K) og f, = 0.
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Pastand 3.3 De stasjonere tilstandene for system (3.1) med regulator (3.23) blir:
foo = K(xToo — o) = [y (3.24)

oo =K (fi+Kzo)+ (I - K K)xq (3.25)

Som vi ser betyr dette at vi far et stasjonert avvik i posisjon, mens vi far perfekt requlering
i kraft.

Bevis:
Stasjoneert har vi at
t=o00
/ Afdo
0
er konstant. Dette betyr at
Afo=Ffa—Fx=0 = f=1F4 (3.26)

som beviser ligning (3.24).
Vi har na :

fo = K(Tx — ®o)
Kz, = f,+ Kz (3.27)

Premulitiplikasjon med K~ gir
K Kz, =K (f,+ Kx) (3.28)

Ifplge pastand 3.2 har vi:
K Kz, € R(K) (3.29)

Vi ser na pa modellen (3.1) med regulatoren (3.23) under stasjonsere forhold, det vil si

D(@00) 300 + C (oo, Eo0)Eoe + 9(Tos) = K pAteoo + g(ao) + KhAf o + K7 /0 Af . do

(3.30)
der K’y = Kp + I343 0g oo = &0, = 0. Vi setter inn (3.26) i (3.30), kanselerer tyngden
og far:

KpAa. + Kkl/ (%o — )do = 0 (3.31)
0

Premultipliserer sa (3.31) med (I — K~ K) og far:
(I - K"K)KpAzo =0 (3.32)

siden .
(I - K—K)Kk,/ (@ — @0)do = Oys. (3.33)
0

Forkorting av K p i ligning (3.32) gir oss

(I-K K)to = (I - K K)z,. (3.34)
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Ifplge pastand 3.2 har vi
(I-K K)zoo=(I - K K)x; € R(IK)" = N(K) (3.35)
Vi adderer (3.28) og (3.34) og far:
K Keoo+(I-K K)xoo =K (f;+ Kz + (I - K" K)z, (3.36)
Vi stryker like ledd og far til slutt
T =K (f;+Kzo)+(I - K K)z, € RIK)dN(K) =R (3.37)

og ligning (3.25) er dermed bevist. [

3.4 Totalmodell for manipulator/regulator

Vi vil na bringe systemet bestaende av manipulatormodellen (3.1) og regulatoren (3.23)
pa formen z = F'z for a analysere stbiliteten.
Vi definerer na stgrrelsen:

e=Typ— T (3.38)

Siden @, er konstant har vi
e=—=T (3.39)

Vi trenger na en del sammenhenger mellom e og de andre stgrrelsene for a bygge opp
tilstandsrommodellen.
Hvis vi setter (3.25) inn i (3.38) far vi:

e=K (fy+Kxy)+(I-K K)x;—« (3.40)
Dette kan omformes til:
e=K f,-K f+(KK-I)z+(I-K K)z, (3.41)

som gir:

e=(I—-K K)Az+ K Af (3.42)

Dette uttrykket kan vi omforme videre:

= Az - K KAz + K Af

= Az + K~ (Af — KAz)

= Az + K (—Kz,+ Kz+ f,— Kz + Kx)

= Az + K (f;+ K(z)— x4))

= Az + Kj;'d (3.43)

LI T S T
|
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der
d=KpK (f;+ K(zo— z4))

45

(3.44)

Hvis vi ganger ligning (3.42) med K~ K far vi folgende sammenheng mellom e og Af:

K Ke=K K(I-K K)Az+K Af

(3.45)

der K" K(I — K~ K) =0 fordi K~ er en refleksiv generalisert invers. (Se definisjon3.2)

Dermed har vi:
K Ke=K Af

Vi setter na regulatoren (3.23) inn i modellen (3.1) og far ligningen:
T
&=D"" _(C+KD):b+KFAf+KPA:c+fd—f+K1/O Afda]

Vi benytter na
fo— =Kz — Kzxy— Kx+ Kzy = Ke
og ligning (3.43) og far:
& = D'[-(C+Kp)t+ KrAf+ KpAz+ KAz
YKK'd+ K /OT Afdo]
& = D'—-(C+Kp)z+KrK(zo — ) — KrK(zo — T)
—i—Kpa:d—Kp:c—i—K:cd—K:U+KK;,1d+KI/OTAfd0]
& = D'[-(C+Kp)t+KrKe+ Kpe — Kpxy, + Kpxy
+K:cd—Kw+KK;1d+KI/OTAfda]

Vi legger na til og trekker fra Ke og benytter lign (3.43) igjen.
& = D'-(C+Kp)z+ (k,K+Kple— Key;+ Kz — KK;'d
T
Kz + Kpzg+ Keg— Kz + KKp'd+ K, / Afdo]
0
& = D'-(C+Kp)t+ (k.K+Kple+ Kp(xg— o)
T
+K1/ Afdo]
0
Der R
kp =kr+1
Vi ser na litt nsermere pa leddet K p(xg — €oo):
Kp(wd — 3300) = Kp(iL’d — Ki(fd + KCL’()) — (I — KfK)CL'd)
= Kp(—Ki(fd + KCL’()) + K’Ka:d)
= _KyK (f,+Kzy— Ka,)
= —KpK (f;+ K(zo — z4)
= —d

(3.46)

(3.47)

(3.48)

(3.49)

(3.50)

(3.51)

(3.52)
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Vi har altsa fatt en ny ligning for d:
d=-Kp(r;— )
Vi ser av ligning (3.44) at d € R(K) og vi kan derfor skrive :
d=nn"d=KKd
som fglger av pastand 3.2. Ved hjelp av samme resonnement har vi:
Af=KK Af

Vi setter sa inn dette i lign (3.50) og far:

T
&=D" —(C+KD)d3+(k;;'K—FKp)e—KK_d—FK[/ KK—Afda]
0

46

(3.53)

(3.54)

(3.55)

(3.56)

Vi definerer na en ny skalar tilstand s som inneholder integraldelen av regulatoren:

T
s=nT (/ K-Afdo — K;IK—d>
0

s=nT (K Af)=n"K Af=n"K-Ke=n'e
Ligningene (3.39), (3.56) og (3.58) beskriver na det totale systemet:

= —D ' (C+kpDi+ D' (kpI + kpknn®)e + kD 'kns

e = —x

s = nle

Vi definerer na den 7-dimensjonale tilstadsvektoren z:

;

slik at systemet kan skrives pa formen:

& ~D Y(C +kpI) D '(kpI+kpknn®) kD ‘kn
e | = —I3.3 033 0
o7 o7 0
z=Fz

Dette systemet skal vi studere stabiliteten av i kapittel 4.

®

(3.57)

(3.58)

(3.59)

(3.60)

(3.61)

(3.62)



Kapittel 4

Stabilitetsanalyse i 3 DOF

4.1 Valg av LFK

For a vise asymptotisk stabilitet av system (3.62) bruker vi Lyapunovs metode.
[Chiaverini og Siciliano 1991] foreslar en energibasert Lyapunovfunksjonskandidat (LFK)

av formen: .

V= 5zTPz (4.1)
hvor
D —pD 03 €r
P=| —pD (kp+ pkp)I + kixknn™ kikn | og z=| e (4.2)
0; krkn™ pkrk s

p er her en vilkarlig positiv konstant.

4.2 Beregning og begrensning av V

Vi vil her finne krav som ma stilles til regulatorparametrene for at V' skal vaere positiv
definitt. Vi spalter opp den kvadratiske formen (4.1) i tre kvadratiske former slik at:

el [ [ [ B ][e o)
(4.3)

Vi gjor nytte av sammenhengen (3.58) og metoden med diagonalisering av vektmatrisene
fra kapittel 2.7 og transformerer (4.3) til:

¥ | P | o
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K0
k7
0 pk[ — @

K[ §+ kst
F
2

5+ o 1
l SRS ] +-e"Kpe (4.4)

s s 2

.

Aii

For at V' skal veere positiv definitt ma de tre koeffisientmatrisene i (4.4) veere positiv
definitte. Dette gir oss folgende krav til regulatorparametrene:

e Matrisen A;

D (pKp—p'D) > 0
Kp > pD (4.5)

e Matrisen A”

K k—k—% > 0
F\ PRI le

1

e Matrisen Kp

Kp>0 (4.7)

4.3 Beregning og begrensning av 1%

Vi trenger a se pa den tidsderiverte av (6.1) langs lgsningstrajektorer av (3.62).

) 1 .. 1 ..
V=z"Pz+ 5zTPz = 2"PFz + 5zTPz (4.8)
der
—(C + kDI) + pD kpI + k};knnT krkn
PF = | p(C+kpI)— (kp + pkp)I — kinknn™ —p(kpI + klsknnT) + krknn™  —pkrkn
—kaTLT pk]knT 0

(4.9)

0g . .
P =1 —pD 033 03 (4.10)

of ol o

Ved bruk av pastandene 2.3 og 2.10 kan (4.8) forenkles til:

V =—&"(kpI — pD)& — pe"C & — " (pkpI + (pk, — kr)knn")e (4.11)
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For at vi skal kunne bestemme krav til regulatorparametrene slik at V skal bli negativ
definitt, ma vi beregne en gvre begrensning for V. Vi antar at initialverdien til feilen e

er gvre begrenset. Altsa :
le(0)]| <@ < (4.12)

Dessuten benytter vi teorem 2.6, ligning (3.58) og A\ I3x3 < D < ApI343. Dette gir oss:

V < = (kp = pAu — p@ke) |2]1* = pkollel|® — (pkf — k1)(3)° (4.13)
h ™ g —

For at V skal veere negativ semidefinitt, ma regulatorparametrene oppfykke folgende krav:

e Koeffisienten g,

kD—p)\M—p(I)k'C > 0

kp > p)\M — ,O(I)kc (414)
e Koeffisienten a;;
e Koeffisienten pkp

4.4 Konklusjon

Ved sammenligning av (4.15) og (4.2) ser vi at kravet (4.2) er overflodig. Dessuten er
(4.7) og (4.16) oppfyllt per antagelse. Vi har ogsa at (4.14) impliserer (4.5). Kravene pa
regulatorparametrene for at V' > 0 og V' < 0 blir da:

Vi ma na ta hensyn til at ligning (4.13) tillater at V kan bli lik null. Vi vil na bruke
LaSalles teorem for a vise at systemet allikevel er asymptotisk stabilt. Vi ser av uttrykket
for V', lign(4.8) at :

V=0=>&=e=0,5=0 (4.18)
Og dessuten :
t=0=x=0 (4.19)
Vi setter dette inn i ligningen:
& =-DY(C +kplx + D '(kpI + kisknn®)e + k; D™ 'kns (4.20)

og far:
s=0 (4.21)
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Totalt gir dette: '
V=0=2=0 (4.22)

Vi har na at ‘
V<0Vz#0 (4.23)

Konklusjonen blir da at systemet er asymptotisk stabilt under betingelsene (4.17) ifplge
LaSalles teorem.



Kapittel 5

Parallell Kraft/posisjonsstyring i 6
DOF

5.1 Dynamisk robotmodell

Manipulatoren som skal studeres her er av generell type med seks ledd. Vi gjor ingen
antagelser om robotens struktur, det vil si antall rotasjonsledd elller translasjonsledd.
Vi definerer fglgende koordinatsystemer:

e Basesystem: [
e Gripersystem: B

Vi trasformerer robotens dynamiske modell i leddkoordinater (se for eksempel
[Spong og Vidyasagar 1989]) til oppgavekoordinater ved hjelp av metoden i kapittel 2.5.
Manipulatorens dynamiske modell gitt i oppgavekoordinater (system I) er da gitt av
fglgende ligning:

D(T)'v+C(T,'v)'v+'g(T) ="u—"w (5.1)

der

IRB I1..B
_ 1 Py
T‘l 0" 1

] € SE(3) beskriver griperens orientering og posisjon.

e D(T) € R%*® er manipulatorens treghetsmatrise.

e C(T,'v) € R®*® er en matrise av sentripetal- og coriolis-ledd.
e 'g(T) € RS er en vektor av tyngde-krefter og -momenter.

e 'w € se*(3) er kontektwrenchen.

o ‘u € R er padrag fra regulatoren.

51
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Ty er gitt av:

I
IV:[ ‘;’B/I € se(3)

UB

Vi gjor fglgende forenklinger i notasjon:
e REZIRP
« p='pf
cw? Twpr
o« v 2 lyy

A
v=1Iv

5.2 Modell av kontaktkraft

Som vist i kapittel 2.3.4 deler vi griperens hastighetsskrue i en fri del og en kontakt-del:
V="Vgi+ Veomp (5.2)
der Vg, 08 Veomp €r som gitt i ligning (2.115).
Vi definerer sa en inkrementell forflytning av griperen ved skruen za. Pa koordinatform
far vi: s
zn 2 lzp = lld] € se(3)
Pa samme mate som for hastighetsskruen deler vi i to komponenter:
TA = A fri T TA comp (5.3)
Der @ comp antas a ligge i se(3). Vi har na ifplge [DeShutter og Bruyninckx 1992] at
TA =V — Vony
der Vo, er twisten til omgivelsene. Vi antar som i [DeShutter og Bruyninckx 1992] at
Vomg = Og. (5.4)

Dette gir oss:
TA =V = Vgpg + Veomp = dzA,fri + d’A,comp (55)

Ifglge teorien i kapittel 2.3.1 mappes kontakttwisten xa com til en kontaktwrench av
stivhetsoperatoren. Eller pa koordinatform:

w = AKCBA,Comp (56)
der A og K er definert i kapittel 2.3.1
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5.3 Regulator

5.3.1 PID-regulator

Vi vil na foresla en regulator for systemet (5.1) etter mgnster av regulatoren for et
tilsvarende system i tre frihetsgrader presentert i [Chiaverini og Siciliano 1991] og
[Chiaverini, Siciliano og Villani 1992]. Referansene systemet skal folge er:

. IRIBd 'pr
Konfigurasjon : Ty = 0T Ll SE(3)
I
Wrench : wg = l Ir]:l,d € se*(3)
d

Det vil si at manipulatoren skal folge konstante referanser for griper-posisjon og -orientering
og konstante referanser for kontakt-kraft og -moment. Forenkling av notasjon:

A T pB AT B AT AT
R, = Rl,da DPg = Prg fao="Ffo ma="my

Vi definerer fglgende reguleringsavvik:

e Posisjon:
LA
P=p;— P (5.7)
e Orientering:
RER'R (5.8)
e Wrench: N
W=wy—w (5.9)

Nar det gjelder orienteringsavviket ser vi at Ry = R = R = Isy5. Vi trenger en
parametrisering av orienteringsavviket for bruk i en tilbakekobling i regulatoren og velger
da a parametrisere med Eulerparametre (se kap 2.2.1):

R=R,. og Ri=R,,, (5.10)
Orienteringsavviket, R, kan da parametriseres som:
R = R}‘R = Rndv_fd RT],G = Rﬁ7g (511)

Vi bruker formelen for sammensatte rotasjoner, se kapittel 2.2.2, og far fglgende uttrykk
for 1 og €:
0= 10 + €€ (5.12)

€ =nge —neg — S(€y)€ (5.13)
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Vi trenger na et mal pa avviket i konfigurasjon' og velger & definere dette som:
A | —€
dr = - 5.14
2 (.10

Der de forskjellige fortegnene har sitt opphav i regulatorene for posisjon og orientering
i henholdsvis kapittel 2.8.1 og kapittel 2.8.2. Regulatoren er av type parallell wrench/
konfigurasjon med PD-virkning pa konfigurasjon og Pl-virkning pa wrench. Dessuten
benytter vi foroverkobling fra wrenchreferanse og antatt perfekt tyngdekraftkompen-
sasjon. Regulatoren har fglgende form:

t
w=—Kpv+Kpdy +wy+g(T) + Kpio + KI/O @(0)do (5.15)

der regulatorparameterene er gitt pa fglgende form:

o KperR™ | Kjp=diag{Kpr, Kpp}
Kpr,Kpp € B** [der Kpr = kprlsxs, Kpp = kppIlsxs

e KpeR™® | Kp=dag{Kpr, Kpp}
Kpr, Kpp € R der Kpp = kprlsxs, Kpp = kppIsys

o Kp erR™® | Kp=diag{Kpp, Krp}
Krp, Kpp € R der Kpg = krplsxs, Krp = krpIsys

e K;er”® | K;=diag{Kr Kp}
Kip, Kip € R der K = kiglsxs, Kip = kipIsys

(5.16)

Det er viktig a legge merke til at regulatoren (5.15) ikke krever noe eksakt kunskap
om stivhetsmatrisen, K, og heller ingen informasjon om typen (punkt, linje eller flate)
av kontakt, det vil si twistjacobimatrisen J. Dette er meget gunstige egenskaper ved
regulatoren hvis manipulatoren skulle stgte inn i uforutsette og ukjente hindringer.

5.3.2 Stasjoneere tilstander

[ likevekt vil systemet (5.1) med regulator (5.15) na en stasjonzer konfigurasjon T, # Ty
slik som tilfellet er med posisjonen i parallell kraft/posisjonsstyring i 3 frihetsgrader. I

likevekt har vi at ~
/ ®(0)udo (5.17)
0

er konstant. Dette gir
Wo = 0 = Wy = Wy (5.18)

!posisjon og orientering
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som betyr at vi ikke far avvik i wrench. I likevekt vil systemet (5.1) med regulator (5.15)
oppfylle

D(To )0+ C(To, Vo )Woo + g(To) = KPdT,w+K;ww+KI/ @(0)odo + g(To)
0

(5.19)
der K7 = Kp + Igy6 08 Voo = Voo = 0g. Bruk av ligning (5.18) gir oss
KpdTpo = —K]/ ’117(0')(10'
0
¢
l ;Eoo ] = —KISIKIAK/ e(o)do (5.20)
00 0
der
€, er Eulerparametervektoren til rotasjonsmatrisen Rj R, (5.21)
0g
Po =Py — Poo- (5.22)
Vi har at
(AK)|(AK)e € R(AK) vz € B (5.23)
(IGXG - (AK)L(AK)) z € N(AK) Vo € &° (5.24)

der N(AK) = R(AK)* fordi AK er symmetrisk. Ved & formultiplisere (5.20) med
(IM _ (AK)L(AK)) far vi

<I6><6 - (AK)L(AK)> KP[ e ] = 0g (5.25)

o0

siden <I6><6 — (AK)L(AK)) AK = 0gy¢. Dette gir oss
(10— axk(an) | 2] = (toa-amkan) [ 2] 6

som betyr at vi som i 3DOF far null avvik i posisjon i N(AK), men at vi ma regne med
et avvik i posisjon i N(AK).

Vi legger merke til at avviket (5.20) er invers proporsjonalt med K p som betyr at hgyere
proporsjonalforsterkning gir mindre avvik i konfigurasjon. Vi definerer na :

Al Re Po
Too:[ o7 pl ] (5.27)

som er den stasjonare konfigurasjonen manipulatoren vil oppna.
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Avvikene fra den stasjonzere konfigurasjonene definerer vi som:

RER'R (5.28)
LA
P=Dy— P (5.29)
Som for R vil vi na parametrisere R:
R=R.R=R, . R, =Ry (5.30)
der
0 = Tool] + €5,€ (5.31)
€ = 1)oo€ — NEx — S(€x)E (5.32)

Siden vi i regulatoren (5.15) kobler tilbake fra €, gnsker vi a uttrykke € ved € og konstan-
tene 14, Moo, €4 08 €xo-

Teorem 5.1 € kan skrives som en lineer kombinasjon av € og 1) pa formen

¢ = Eé + hij (5.33)
der
E E (14, M50, €4, €x0) € B3
h = h(4 %, €, €x) € R (5.34)
|
Bevis:

Vi kombinerer ligning (5.11) og (5.30) og far:
R=R'R.R (5.35)

Vi vil na bruke formelen for ssmmensatte rotasjoner to ganger for a utlede et nytt uttrykk
for €:
Innfgrer en hjelpestgrelse, Ry, definert ved:

R 2R/R.=R,.,— R=RR

R, = Rnd,—ed Rnoo,eoo
Vi far folgende uttrykk for n; og €;:
= Nallso + €] €co (5.36)
€1 = Nld€co — Noo€d — S(Ed)eoo (537)

Bruk av formelen for sammensatte rotasjoner en gang til gir:

R=R/R— é=1é+ije + S(e)e
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Faktoriserer:
€= [mIzx3+ S(el)le+ e (5.38)

Vi setter na inn (5.36) og (5.37) i (5.38) og far:
€ = [Mansolsxs + €1 €xls3 + 148 (€xc) — NS (€4) — S(S(€q)€x)]€
+[77d€oo — Noo€d — S(ed)eoo]ﬁ
Bruker si sammenhengen: S(S(a)b) = ba” — ab’ Va,b c R og far:

€ = Maoolsxs + €] €xlans + NiS(€x) — NooS(€4d) — €x€ + €1€L]€
+[77d€oo — Noc€q — S(ed)eoo]ﬁ
Bruker S(a)S(b) = ba" — a’bI3.3 Va,b € R?
€ = [ndnooISXS + nds(eoo) - noos(ed) + edezo - S(ed)s(eoo)]é
+[77d€oo — Noo€qg — S(ed)eoo]ﬁ
€ = [MansoLsxs + 1S (€x) — NooS(€a) + €] €xc3x3]€
+[77d€oo — Noo€q — S(ed)eoo]ﬁ
Vi definerer na de konstante storrelsene E € R¥*3 og h € R®:
A
E = ndnooI3><3 + ndS(Eoo) - noos(ed) + EEEOOI3><3 (539)
= Nd€oso — Noo€d — S(€4)€xo (5.40)
slik at vi kan skrive:
¢ = Ee+ hi) (5.41)

u
Vi legger her merke til at ligningen for h er identisk med ligningen for en sammensatt
rotasjon (se kapittel 2.2.2). h er derfor en eulerparametervektor, og dette gir:

|l <1 (5.42)

Beregning av ||E|| er gjort i Appendix A. Disse storelsene vil bli brukt i stabilitetsbevis
senere. Ved perfekt regulering i orientering, det vil si R, = Ry, far vi g = 1, og
€4 = € 0g Vi ser av ligningene (5.39) og (5.40) at
R.=R; & FE =15, og h = 03 (543)
slik at
E=e. (5.44)
Vi vil na ogsa uttrykke p ved p og konstantene p., og p,. Kombinasjon av ligningene
(5.7) og (5.29) gir:
P=P;— Ps+P (5.45)
Vi far na et nytt uttrykk for d:

¢ _Eé¢— hij
dr=| = . 5.46
’ l p ] lpd—pooﬂ)] (5.46)
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5.4 Totalmodell for manipulator/regulator

Vi vil na bringe systemet bestaende av manipulatormodellen (5.1) og regultaroen (5.15)
pa formen z = Fz som i kapittel 3, med henblikk pa stabilitetsanalyse. Vi innforer
notasjonen:

A .
e 0,,.,, = nullmatrise € R**™

e 0, = nullvektor € R”.

Vi setter inn (5.15) i (5.1) og far:
Div+Cv+g= —KDV+KpdT+wd+g+KFﬁ;+K1/0tfvda—w
D er positiv definitt og kan derfor inverteres. Tyngden g kanseleres og vi far:
v=D""! {—(C’ + Kpw + Kpdr + Krw + (wg — w) + K /Ot '[vda} (5.47)
Vi bruker (5.46) og regner ut leddet K pdr:

K pdy (5.48)

Kpp(py— P +P)
—KprE |. —Kprh | . 0343 |. 03
Kpdr = €+ + +
Per [ 0353 ] [ 0; T Kpp [P | Kpp(pg— o)

Vi definerer:

l —K pp(Eé + hi) ]

K’ £ Kp + I (5.49)
og setter inn (5.48) i (5.47) som gir:

v = D‘l{—(C’JrKD)qu[_IEPRE]éJr[_If)PRh]ﬁJr[?{SXS ]f)
3%3 3 PP

03

t
+ YK+ K / bd 5.50
[KPP(Pd—Poo)] w0 ! Ow U} ( )

Vi gnsker na a bringe dette systemet pa en form 2z = F'z slik at vi kan studere likevekten
om origo, z = 0. Vi velger fortegnet pa 7 slik at:

R=R,=>n=1e¢=0; (5.51)

Vi definerer na vektoren d(7) € R® ved:

(5.52)



KAPITTEL 5. PARALLELL KRAFT/POSISJONSSTYRING I 6 DOF 59

som er en generalisering av den samme stgrrelsen i det tredimensjonale tilfellet, se ligning
(3.53). Denne vektoren er knyttet til avviket fra gnsket konfigurasjon. Vi definerer ogsa
den inkrementelle forflytningsskruen e ved sammenhengen:

4

w= AKe  ec se(3) = w € se’(3) (5.53)

e er altsa den forflytningen som avbildes til avviket i wrench. e er gitt av:
e = asz,wmp — TA comp (5.54)
der &} .., € 5¢(3) er en konstant forflytningsskrue definert ved sammenhengen:
wy = AKz o0 (5.55)

LA comp €T altsa den forflytningsskruen som avbildes til wrenchreferansen. Vi setter inn
(5.52) og (5.53) i (5.50) og far:

v = D! {—(C+KD)I/ + [ ~KprE ]f—: —d(n)
03><3
t
+[ ?(3’*3 ]ferl/ fvda+K'Fﬁ7} (5.56)
PP 0

Vi innfgrer nok en variabel. Denne gang for a ta hand om integralvirkningen:
L —1 g/ 6
s2 / wdo — K7'd(7) € R (5.57)
0

Vi legger merke til at (5.57) er en utvidelse av (3.57), men siden vi ikke har en sa enkel
struktur pa K her som i Kapittel 3 blir s en vektor og ikke en skalar. Ligning (5.57)
forenkler (5.56) til:
v=D'"{—(C+Kp+ B PO B P e K@ (5.58)
033 Kpp
Vi trenger na uttrykk for de deriverte av tilstandene €, p, s og w. Ifolge kapittel 2.2.3
oppfyller € den kinematiske differensialligningen:

2 1. .
€ = 5[77I3><3 - S(E)]IWB/I der wp/r = w (5.59)
Nar det gjelder p, sa folger ogsa denne tilstanden en kinematisk differensialligning gitt
ved: A
L | Sw) o o[ R p
T—[ or O]T deer—[O;F ] (5.60)

Siden R, og p., er konstante og p = p,, — p har vi:

w=w (5.61)
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som gitt i ligning (2.69), og
v = —v.

Dette gir oss folgende kinematiske differensialligning for p:
p=5wp-v
For a finne & deriverer vi ligning (5.57):
: d [t 1y
5§ = %/0 wdo — K7 'd(7)

5 — w+K;1l _KPRh'"]

5= o ten| e
2kIR 03x3

k
§ = W+ —EH@Ewr der H(é)é[

MTOMﬂ
03x3 0O3x3
é finnes ved derivasjon av ligning (5.54):
e = Vicomp — Veomp
Der v g comp = 0 siden :chycomp er konstant. Dette gir
€= —Vcomp-
Vi har fra ligning (2.116) at

e= —Veomp = _(I6><6 - PT)V

og dermed ‘
w = —AK(I6><6 — PT)V

siden AK er konstant.

Ligningene (5.58), (5.59), (5.63), (5.64) og (5.65) utgjer na det totale systemet:

. _ KprE |, 0 ; _
v o= Dl{—(C+KD)V—[ P ]e—i—l 33 ]p+K18+K}'w}

Kpp

03><3

. 1., .
€ = 5[77I3><3+S(6)]w

p = Swp-v

. kPR N ~
= H
8 e (€) +w
w = —AK(Is— Pr)v

Systemet kan na enkelt og greit skrives pa matriseform:

z2=F(z)z

60

(5.62)

(5.63)

(5.64)

(5.65)

(5.66)

(5.67)

(5.68)
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der
2[00 & Pt ST @] e (5.69)
og
—-D~(C+ Kp) —-D™1! [ [g’;’ff} D! [ (I)(S;i] D~'K; DK}, W
%[7713><3 +S(é) 03><3] 03x3 03x3 03x6 03x6
F(Z): [ 03x3 —I3x3 ] 03x3 S(w) 03x6 03x6 = ]R24><24 (570)
f,f;’; H(e) Osx3 Osx3 O6x6 Texe
—~AK(Isxe — Pr) O6x3 O6x3 O6x6 O6x6

Vi vil fremover bruke notasjonen
FZ F(2) (5.71)

Dette systemet skal vi studere stabiliteten av i kapittel 6.



Kapittel 6

Stabilitetsanalyse i 6 DOF

6.1 Valg av LFK

For a studere stabiliteten av systemet (5.70) vil vi bruke Lyapunovs metode, og vi ma
derfor velge en passende Lyapunovfunksjonskandidat (LFK). Vi bruker en energibasert
kvadratisk form med kryssledd som beskrevet i kapittel 2.7.

Valget av LFK bygger i utgangspunktet pa den LFK som er brukt til a vise asymptotisk
stabilitet i [Chiaverini, Siciliano og Villani 1992]. Denne er utvidet for a fa med de nye
tilstandenee vi har innfgrt i forbindelse med utvidelsen til 6 DOF. Dette innebarer blant
annet en LFK for Eulerparameterene, se kapittel 2.8.

De ikkediagonale leddene er framkommet ved at vi har sgkt a lage negativt definitte
kvadratiske ledd i uttrykket for den tidsderiverte av LFK’en.

Utfra disse hensyn har vi kommet frem til at folgende LFK har vist seg nyttig:

1 T ~ 2
V = 52"Pz + (2kpr + Bon) | B)( — 1) (6.1)
der . -
z = [ vtoeh pt st wt ] € rR* (6.2)
0og
A T
ﬂ[ ET 0343 ]D 2(2Kpr + BKDpR) ||E| 03x6 O6x6 O6x3
P = c R24x24
*p[ O3x3 Isxs ]D 03x3 2Kpp +pKpp O6x3 Osx3
—6K;D 03x6 03x6 2AK; =YK
L Osx6 03x6 03x6 K1 y?Kp
(6.3)

62
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Der
B,7,6,p €RT (6.4)
er fritt valgte og
A £ diag{pIsys, fIa3} € BC. (6.5)
Faktoren 2 i elementene 2D og 2pK; er innfgrt for a forenkle oppdelingen av V' i kapit-

tel 6.2.2. 2-tallene har sitt opphav i antall koblinger mellom de aktuelle tilstandene i
Lyapunovfunksjonskandidaten.

6.2 Beregning og begrensning av V

Vi vil beregne V' pa to forskjellige mater. Fgrst etter samme mgnster som i
[Chiaverini og Siciliano 1991] og [Chiaverini, Siciliano og Villani 1992] og deretter med
metoden med diagonalisering av vektmatrisenen fra kapittel 2.7.

6.2.1 Beregning og begrensning av VV med full vektmatrise

Vi gnsker na a finne krav til regulatorparameterne for at V' skal vaere positiv definitt.
Det vil si V' > 0V z # 094 Ved a regne ut den kvadratiske formen (6.1) og bruke (5.53)
far vi folgende uttrykk:

0 . o1 .
V = VTDV - pVTD[ 1;) ] + ET(2KPR + BKDR)“EHG + §pT(2Kpp + pKDp)p
72 Ee T T
+s"AK s + Eﬁ;KFfv - VD 0. | ~ v DKis— s Kb
3
+(2kpr + Bkpr) || E|| (7 — 1)? (6.6)

Vi benytter oss na av folgende egenskap ved treghetsmatrisen D:
Amdexe < D < AyIgxe (6.7)

(6.7) gir oss to andre ulikheter som vi skal bruke i utstrakt grad utover i stabilitetsbeviset:

DD
D Z - — 0g — D S _)‘mI6><6 (68)
Am
der \,, og Ay er henholdsvis minste og storste egenverdi til D. Vi kan na dele opp og
nedrebegrense V' ved:

1
Vo> —VTDDV—pVTD[(I);’ + =p" (2kpp + pkpp)D

2\

N —

. .
+— v"DDv - ﬁl/TD[ ]ge
3

oo ] + &' (2kpr + Bkpr)€
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1 1
+—v'DDv — v'DK; s+ -sTAK s
DY 2

2
1
+%vaFﬁ; — 78" Ky + 558" AK 5 + (2kpr + Bhor) | E|(7 = 1)* (6.9)

Der oppdelingen av ﬁVTDDV er gjort med henblikk pa faktorisering. Dette gjelder
ogsa 38T K s. Vi faktoriserer (6.9) til kvadratiske former:

1 I6><6 03><3 Dv
Vo> iHVTD f)T] Aur —pI3x3 [ 5 ]
[ 0343 —plsys ] (2kpp + pkpp)I3x3
\ Xz
[ I6><6 _ E
+[ vV'D €' } 2m ﬂ[ 033 l Déu ]
I —5[ E 03,3 ] (2kpr + Bkpr)|| E||I3x3
A,
Iy
+[ vVI'D sT ] o 0K l Dv ]
I —-0K; AK; s
AK; —~vK s
T 5T 1 YT
tet @ ][—m VQKFH@]
A,
+(2kpr + Bkpr)||E||(7 — 1) (6.10)

For at V' skal veere positiv definitt ma na alle koeffisientmatrisene A;...A;, i (6.10)
veere positiv definitte. Dessuten ma (2kpp + Skpr) veere positiv, men dette er oppfylt

per antagelse. Dette gir oss fglgende krav til regulatorparameterene og de fritt valgte
parameterne i P:

e Matrise A;

1
)\—(2k‘pp—|—pk'[)p)—p2 > 0

M
U
2kPP+kaP > )\]\/[p2 (611)
* Matrise A
(2)\M> (2kpr + Bkpr)|| E||I3xs — 4)\MEE > Os.s
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4
Akon+ Ghor) || > 208 |BET)
4
2kpr + Bkpr > 4Auf (6.12)

Den siste overgangen folger av at [|E|| < 2 (Se Appendix A).
e Matrise A;;

1
— AK; - §’K?
I K> 0646
1
— A-8’K 0
Ay 1z
Y
1
K — A 6.13
TS 1% (6.13)
e Matrise A;,
VAK Ky — K7 > 0
Y
K, > A'K; (6.14)

6.2.2 Beregning og begrensning av IV med diagonal vektma-
trise

Vi skal na utlede krav til regulatorparameterene for at V' skal veere positiv definitt nar
vi bruker metoden med diagonalisering av vektmatrisene. V' kan skrives som en sum av
5 kvadratiske former pafslgende mate:

v T D —ﬂD E _pD 03><3 v
Vo= 1| 0343 I, i
2 ; —5[ E" 03,3 ]D 20K pr|| E|| 03x3 ;
—P[ 033 I3y.3 ]D 033 pKpp
- T
1| v D —0DK v . . .
IR ] [ SK:D  AK, ] [ s ] +2||E||e" K pre + (2kpr + Bkpr) | B (7

1-8 " AK] —’)/K[
| w

— 1)2

S ~T ~
vK; VKp ] l P ] +2p Kppp (6.15)
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Vi utforer na en similaritetstransformasjon pa vektmatrisene i (6.15) og far:

V= Vi+V+V+Vi+Vi+ Vs

. 1-V—6K[S D 06><6 V—(SKIS AT ~
] ] l Osxs AK;— 6K DK, 5 2| Blle Krre
1 [ s —yA7! AK; O6x6 s —yA'w L. 7 .
— _ - -p K
2_ w ] l 066 7 (KF_A IKI) TP Kerp
+(2kpr + Skpr) | E| (7 — 1)°
Ee
l O6x6 v— ﬁpﬁ
) [ 2| E||BK pr — ﬂTZETDuE —5pBE" Dy, ] .
6x 1 2
l b ] —30B8DLE pKpp — p"Day P ]
(6.16)
Der DIT1 D1y 2 D. Vi regner na ut kravene til regulatorparametrene:
Dy, Do
o V1 >0
AK]—62K[DKI > 06><6
U
KD < A
U
1
K, < —A 6.17
! W (6.17)
e 15,>0
K pp er positiv definitt per antagelse.
e 15>0
Ky, — AilK] > Ogxe
\
K; < AKyp (6.18)
o V, >0

K pg er positiv definitt per antagelse.

e V5>0

(2kpr + Bkpr) er positiv per antagelse

|
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o V>0
Her far vi to krav:
1.
KDR > ﬂETDHE
I
kpr > 40Am (6.19)
Overgangen folger av at Dq1, Doy < ApyI3.3 0g || E|| < 2
2.
1
(2||E||5KDR — 52ETD11E) (PKDP — P2D22) > ZP252D1T2ETED12
N2
20p||E||K prK pp — 2P25||E||KDRD22 > ﬂQPETDnEKDP
(i (6.20)
kprkpp > Aum(Bkpp + pkpr)

Den siste overgangen folger av at Dyy, Dys < AyI3.3 og || E|| < 2. Vi ser at
kravet (6.20) impliserer (6.19)

Ved a sammenligne kravene til regulatorparameterene gitt i (6.11)-(6.14) med de gitt i
(6.17)-(6.20) ser vi at diagonaliseringen av vektmatrisene har fort til at vi ikke far noen
begrensning pa forsterkningene i K p, slik tilfellet ogsa er for regulatoren i 3DOF.

6.3 Beregning av V

Vi skal na beregne et uttrykk for den tidsderiverte av (6.1) langs systemets lgsningstrajektorer.
Bruk av produktregelen for derivasjon gir oss:

S - . . .
V=3 (8"Pz + 2" Pz + 2" P%) + 2(2kpr + Bkpr) || BI|(7 — 1)1 (6.21)
Transponering gir oss sammenhengen
t=Fz& ' =2"F"' (6.22)
Innsettinng av (6.22) i (6.21) gir:
1 : .
V=3 (2"F"Pz + 2" Pz + 2" PF2) + 2(2kpr + Skpr) | Bl () — 1)1
V er en skalar. Leddene kan derfor fritt transponeres.

. 1 T 1 1 . :
Vo= (:"F'Pz) + 5% PFz+ 2" Pz +2(2kpr + Bkor)|| B (7 — 1)1

: 1 1 . .
Vo= g2 (F"P+PF)z+ 52" Pz + 2(2kpr + fkor) | EI|() — 1)1 (6.23)
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der (PTF + PF) er en symmetrisk matrise. For a redusere beregningsmengden bruker
vi det faktum at valget P = P" forer til at (6.23) kan forenkles til:

. 1 . .
V=2"PFz+ §zTPz +2(2kpr + Bkpr)|| E|(H — 1)1 (6.24)

slik at vi beregner bare PF og ikke (FTP + PF). I forste omgang skal vi regne ut

%zTPz og trenger a beregne P. Derivasjon av (6.3) med hensyn pa tiden gir:

2D | F | D 93| DK, 06
033 I,
ﬂFT()ng]D 03><3 03><6 06><6 06><6
P= : c B (6.25)
_p[03><3I3><%D 0343 03x3 Ogx3  Ogxs
_6KID 03><6 03><6 06><6 06><6
06><6 03><6 03><6 06><6 06><6 _
Vi far na:
1 .. ) ) s ) )
§zTPz =v'Dv + ﬂVTD[ ﬁe ] - puTDl 2;’ ] —év'DK s (6.26)
3

Ved hjelp av sammenhengen (2.119) kan vi skrive (6.26) som :

%zTPz = v"Dv+ " (C + C’T) [ ]gf ]
—pT (C+CT) [ %” ] — 60" (C+C") Kys (6.27)

For a beregne resten av 1 trenger vi et uttrykk for matrisen PF'. Dette blir en mildt
sagt enorm matrise og den er gjengitt i Appendix B. Vi setter inn (B.1) og (6.27) i (6.24)
og far fglgende uttrykk for V:

vV = ot (D—QC)V—QVTKDV—i—éuTD[

Efjw + ES(é)w ]
2

03

—i—pVTD[ 3}3 ] + 20T K5 — v DK ;w — 2kprw ™ Eé + 2kppvTp

~pe" | E" 035 | (C+ Kp)v—v" 6kPRDKIH(é)V

+(2kpr + Bkpr) | E|€"iw — 3 (Be)" K pp(Bé) — B | E" 04305 | K5
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+pkppp v + ,0[ 0r p' ]CV — (2kpp + pkpp) p'v — pkppp' P

—p[ 05 " |Kys+ 05K Cv+ 08" K Kpv - puTD[ 32’3 La

k
+ ﬂST‘AI{]I{(é)V + (Qkpp + ,OkDp) f)TS(w)f)

s K i + 65T K l KrrEe ]
kIR

03

—5sTKIl K?f} 5 ] — 68" K25+ 28" AK 1 — Y’ K pw — vy K
k
+20 Ko — B €"E" 0y | K — zki]jﬁ;TKIH(é)u

—p[ 0F p" |K\iv - 65" K, K' b

Ee

AT (C+CT)[ o ] — " (C+CT) [ %“’ ] — 60" (C+C") Kys

+(2kpg + Bkpr)|E||€"w — (2kpr + Bkpr)|| E||€ jw (6.28)

Her vil en del ledd oppheve hverandre, og vi benytter ogsa at matrisen (D — 2C) er
skjevsymmetrisk ifolge teorem 2.5. Vi har derfor:

vI(D-2C)wv =0

og dessuten
p'S(w)p=0

6.4 Begrensning av V

Pastand 6.1 Det eksisterer requlatorparametre Kp, Kp, Ky og K1 og positive skalarer
ai,. . .5, B, v, 6 og p slik at V' gitt av (6.28) er negativ semidefinitt. [

Bevis:
For a vise dette er strategien a faktorisere (6.28) til negativt semidefinitte kvadratiske
former. Dette gir oss:

V<Y 1i<0 (6.29)

der V; er gitt av:

i
1 p T tKpp [03><3 pK,FP] b
‘/1 — _5 ’lI) l 03><3 ] ,YK ’lI)
KI g I
P p
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« ¥
_ 1[p]” £Kpp [ 03x3 kip (p — 6kpp) I3xs ] b
Vo= "9 s 033 S K2 s
i
krp (p — 0kpp) I3x3 3
.« 1
_ 1Y "[ Pan Py Py v ]
V3:—§ w P33 P3Py w
s P33 P33y Pass s
der
2
P3, = gKD
P312 - - (2KIF - 6DK])
P313 - - (2K[ + (SKDK[ - (SCK])
P321 - - (2KIF - 6DK])
Py = 7K
P33 = —K;(2A—-6KYF)
Py = — (2K, + 0K, Kp - 6K,C")
Py = —K;(2A-0KY)
Py = 6K; (6.30)
o Vi
T
1| FEe Fe
e TR T
der
PKrr [ BKir —6KrRKpr O3x3 ]
P,= OKir— 6K rKpr 5 2 2-Kpr 033
3t
03><3 03><3 03><3

Her er ligning (C.11) brukt.
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‘ 1T Ee 1" SKpr 5[KIFR 03><3] e
_ 2 / i
=T ) e [

03><3 03><3
Her er ligning (C.10) brukt.

o Vo
Ve = — (ngP—P%)f)Tf?

1 2
(ngP — 200 — ,O)\_m _ %) v

Qg as

N — DN

Her er ligningene (C.5),(C.6) og (C.9) brukt.

« Vi
V= L w B kwl3xs —(|E|I3x3 — E) w
T o] e ~ (I1B|| I35 — E") k. E'E é
der
1 1 8C?
kw = (2kDR — 5 (044")/ + as5p + 25)\]\/[) kpR — ﬂ)\M — 5% — p)\mOél(I)2>
2
_ Y
ke == ﬁk’pR - 50&2 (631)

Her er ligningene (C.3), (C.4), (C.6), (C.8), (C.10) og (C.11) brukt.
°« Vs

T
%__1[Vcomp] [ %KD VQKAKF][Vcomp] 1
w

VKpAK TK; 6Vf”KDVf”

T
"/—9 llucomp] [ %KD VKAKI‘|[Vcomp‘| 1
2

s 7K AK +§K§ s 6meKDVfrz

Det er i Vg og Vg brukt at v = v + Veomp 08 at w = AKV oy
« Vo
V. __1 w B %KDR pC'1a w
10 2| p pCYl, LKpp D

2
Cu CIQ]éC

Der ligning (C.9) er brukt og l C.. C
21 U



KAPITTEL 6. STABILITETSANALYSE I 6 DOF 72

b Vn
. 1 v " lI{Dp 5021 v
Vii=—3 o 3 T 8 A
2 FEe 6021 ngR Fe
Der ligning (C.8) er brukt.

Vi vil na se hvilke krav vi ma stille til regulatorparametrene for at Vi,..., Vi skal veere
negativt semidefinitte. Vi gar da igjennom vektmatrise for vektmatrise og finner krav
tilk disse.

o Vi
Py P>y 2
1—8KPPKIRKIP_T(KIFP) K;r > 0343
I
TKppKip > p(Khn)
6 ppiLp =2 P( FP)
I
6
kppkip > f(k;P)Q (6.32)
o Vb
P KoK, — K 5k >
o KrrKip r(p PP) 033
I Kip > 0343
)
%kpp-(ﬁ-(”ﬁpp)Q Z 0 (633)
Vi antar na
§< L (6.34)
kpp

slik at (6.33) gir en nedre begrensning pa kpp.

« Vs
Vi regner ut de tre gvre venstre underdeterminantene i uttrykket for V5 og finner
krav for at disse skal vaere positive:

Psyy O6x6

vV <= IV

Kp > Ogy (6.35)

Kravet (6.35) er oppfylt per antagelse.

P311 P312
P321 P322
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Kp> 23 (4 (K" K"+ 6223, K, — 46K’F) (6.36)
Y

P3y P3ip Psis
P3y Psyy Psyz | > 0Ogxs
P33 P33y Py

4

Kp> > (v6K} — K324~ §K})") ' (A + Ay) (6.37)

NN V]

der

A, = —(2K'. - 6DK))
{5 (2K’FK§ ~ 5DK§)

+ (21{, +OK K p+5 - 6KIC’T> K (24 — 5K'F)}
A, = (2K;+0K,Kp—6K,C")
{6 2K K, - 6DK}) +v (2K, + 6K ;Kp — §K;C") K/} (6.38)

Vi velger na 6 K p tilstrekelig liten slik at kravet som Vi < 0 gir kan oppsummeres

som:
Kp,>GKp, Kp,K) (6.39)
der G bestemmes av det strengeste kravet av (6.36) og (6.37).
« Vi
5 36
B—KPRK?R > Kip(B—8kpr)’ + ——Kpp
9 ]_2043
U
1936 -
K2, > lgi (TBKPR — K2, — 5213X3> K%, (6.40)
3

For at overgangen skal vaere gyldig har vi analogt med V5 gjort antagelsen

s< L (6.41)
kpr
o Vs
EKPR <1KIR - lKPR) > 3 (K] )2
3 3 2004 = Fr
N2
93 3
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>

“u

w
\%

20[3

Am C?
P <2)\M +— 4+ Lax)
aq

as

v

kDP

kok | E* > || Bl L35 — E|
Der k,, og k. er gitt av:

1
kw = (2]€DR—§(OZ4’Y+OZ5P+26>\M) kpR—ﬁAM——

2 (%)
ke = (mfPR—gOéz)

Trekantulikheten og ligning (A.2) gir oss:
[ E[Is5xs — E|| <2[|E|| <4
Vi setter inn (6.47) i (6.45) og far:

koke > 4
Dessuten har vi at
k,>0
0g
ke >0

1 2
6Cma.x - P)\mOél(I)2>

74

(6.43)
(6.44)

(6.45)

(6.46)

(6.47)

(6.48)

(6.49)

(6.50)

ma veere oppfylt. Bruk av antagelsene (6.34) og (6.41) gir nedre begrensninger pa

kpr og kpg.

o 1
%KDK1—74KFK2KF > Ogxs
\
KpK; > 99Ky,K’Kp
I tillegg far vi det trivielle kravet K p > Ogxg
o V)
KoK}~ KKK, > O
\
K, > 9%21{2

I tillegg far vi det trivielle kravet K p > Ogyg

(6.51)

(6.52)
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« Vi
gKDRKPP p'C,C1s > 0343
N2
kDRkpp > 6pC’§laX (653)
Her er teorem 2.7 brukt.
o Viy
gKDPKPR_BQC;FlCQI > 0343
I
kppkpr > 6B8C2,. (6.54)

Her er teorem 2.7 brukt.

Utfra alle disse kravene kan vi pa fglgende mate finne et sett med regulatorparametre
som gjor V negativ semidefinitt: Forst finner vi fra ligningene (6.33), (6.43) og (6.50) en
nedre grense for K p gitt ved:

Kp>C(Kp K) (6.55)

Sa finner vi fra ligningene (6.32), (6.40) og (6.42) en nedre grense for K :
K;>Cy(Kp,Kr) (6.56)

Til slutt finnes fra ligningene (6.39), (6.44), (6.49), (6.51), (6.52), (6.53) og (6.54) en
nedre grense for K p:
Kp>C(Kp, Kr, K, K) (6.57)

Dermed er pastand 6.1 bevist. [

6.5 Diskusjon og Konklusjon

Teorem 6.1 Det eksisterer requltorparametre Kp, Kp, K og K og posistive skalarer
ai,. .05, B, v, 6 og p slik at systemet bestaende av den dynamiske modellen (5.1) og
regulatoren (5.15) er asymptotisk stabilt.

Bevis:
Vi ser na ogsa pa kravene for at V' > 0. Dette legger ikke noen ytterligere begrensninger
pa K p. Fra ligningene (6.17) og (6.18) far vi kravet:

1 _
K, < min {—A , AKF} 2C,(Kr) (6.58)
S
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Vi antar na [ og p sa sma at ligning (6.20) er oppfylt og ser fra ligningene (6.19) og (6.57)
at vi far folgende krav til K p:

Kp > max{Cy(Kp,Kpr, K1, K), 48 \Isxs} 2 C(Kp, K, K1, K) (6.59)

Vi kan na konkludere med at hvis ligningene

C(Kp, K)< Kp (6.60)
Co(Kp,Kp)< K; < Cy(Kp) (6.61)
Co(Kp, Kn, K1, K < Kp (6.62)

oppfylles i gitt rekkefolge og skalarene 3, v, 6 og p oppfyller fglgende punkter:
1. 3 og p velges tilstrekkelig sma slik at ligning (6.20) oppfylles.

2. 5
[ p
6 <min{-—, —
{kPP kPR}

3. 6K p velges tilstrekkelig liten slik at ligning (6.39) oppfylles

sa er

v

> (6.63)
Vo<

0
0 (6.64)
og det dynamiske systemet gitt av ligning (5.1) med regulator (5.15) er stabilt. Vi merker
oss at K kan velges fritt og tilbakekoblinsforsterkiningene K p, K; og K p bestemmes
utfra dette valget. Siden (3, v, 6 og p er frie parametre som ikke inngar i regulatoren kan
de velges vilkarlig sma og alle de tre punktene over kan derfor oppfylles siden de bare
inneholder gvre begrensninger.

For a vise asymptotisk stabilitet ma vi bruke LaSalles teorem (se Teorem 2.9). Fra ligning
(6.28) ser vi at

V=0 (6.65)
4
v=0 p=03; €=0; s=0s og w =04 (6.66)
Totalt gir dette _
V=0&2z=0cR* (6.67)
slik at ‘
V>0o0g V<0Vz#0cR" (6.68)

og systemet (5.1) med regulator (5.15) er asymptotisk stabilt om origo ifolge LaSalles
teorem. m

Vi bemerker at ligningene (6.51) og (6.52) inneholder krav som gjor at den nedre grensen
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til K p er avhengig av stivhetsmatrisen K. Men som vi ogsa ser inngar parameteren -y
i disse kravene i henholdsvis tredje og andre potens. Siden 7 kan velges vilkarlig liten
trengs kun et grovt gvre estimat av K slik at vi beholder den gunstige egenskapen regu-
latoren har, nemlig a kunne styre kontaktkraft nar kontaktflatens beskaffenhet er ukjent.
Dette er ogsa omtalt i [Chiaverini og Siciliano 1991].



Kapittel 7

Konklusjon

I denne hovedoppgaven har vi studert parallell kraft /posisjonsstyring for robotmanipula-
torer.

Vi har presentert reguleringsstrategien som er gitt i [Chiaverini og Siciliano 1991] og
[Chiaverini, Siciliano og Villani 1992] og gitt et bevis for at dette systemet er asymptotisk
stabilt.

Med bakgrunn i dette har vi satt opp en modell for en robotmanipulator med en paral-
lell kraft/moment /posisjon/orienteringsregulator. Manipulatoren har seks frihetsgrader.
Robotkinematikken beskrives pa SFE(3) og orienteringen til griperen parametriseres med
Eulerparametre.

For a studere stabiliteten til dette systemet har vi foreslatt en energibasert Lyapunov-
funsjonskandidat med kryssledd. Vi har vist at denne LFK’en er en Lyapunovfunksjon
med en negativ semidefinitt tidsderivert. Ved hjelp av LaSalles teorem har vi vist at
systemet er asymptotisk stabilt om en stasjoneer tilstand, der vi oppnar gnsket kontak-
tkraft/moment og som ventet far et stasjonsert avvik i posisjon/orientering.

Nar det gjelder videre arbeid er det gnskelig a foreta simuleringer av reguleringsstrategien
og pa lang sikt ogsa praktiske forsgk. En mulig utvidelse er bruk av regulatoren til
overflatefglging.
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Appendix A

Beregning av ||E|

Teorem A.1 Matrisen E € R¥*® gitt ved:
E = ndnooI3><3 + ndS(Eoo) - noos(ed) + EEEOOI3><3 (Al)
der € og n er eulerparametre har en guvre begrensning gitt ved:

[y (A.2)

Bevis:
Vi har ifplge definisjonen pa indusert matrisenorm (se for eksempel [Strang 1988]):

|E| = Hmﬁp | Ee|| = Hmﬁp |namsce + 148 (€x0)€ — mooS(ea)e + € ece| (A.3)
€||=1 €|l=1

Bruk av trekantulikheten gir oss:

1B < o {[Imanscell + naS(€sc)ell + IS (ea)ell + |eFexce] } (A4)
€l|l=1

1B < sup [nanscell + sup [[naS(ex)ell + sup [0S (ea)el + sup [eFesce]
lefl=1 lefl=1 lefl=1 lefl=1

Normen av en skjevsymmetrisk matrise er gitt ved:

1S (e)ll = Ilell (A.5)
Ved a sette inn (A.5) i (A.4) far vi:
1| < nateo + May) €5 €0 + Too\/ €5 €4 + €4 €x0 (A.6)

Al
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Maksimum av dette uttrykket opptrer for €l e, = % 0g €5 €1 = % Dette gir g0 = %

0g €j€x = 3. Vi far dermed:
1 1

+o+z=2 (A7)

1 1
E|<>+-
IBl<5+5+5+;3



Appendix B

Matrisen PF

der matriseelementene PFiq,..

PFy,

PF,

PF;

PFy,
PF;

PF
PF;
PFy,

PF;

PFy,
PF=|
PFs

—2(C+KD)+§D[
okpr

kg
_9 KPRE
03><3
03><3
2 — pD
PR
2K

2K'. — 6DK;

DK H (&)

o]

PF;

PFs;

., PF55 er gitt ved:

nE + ES(€) 033

03x3 033

c R24X24

|-

~pB| E" 03 |(C+ Kp) + %(%FR + Bkpr)|

—BE*K prE

03x3

—5[ E" 033 ]KI
—ﬂ[ E" 033 }KIF

B.I

(B.1)

[ 03><3

03><3
033

_I3><3

|E||[ 7?I3><3 +S(é) 03><3 }
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PFs3
PF3,
PFs;

PFs,
PF;

PF

PF

PFy;3

PF44
PF;

PFs,

PFs,
PF;
PF;,
PF;

P[ 0343 I3x3 }(C + Kp)+ (2kpp + PkDP)[ 0343 —I3x3
03><3
—prp + (2Kpp + prR)S(W)

—P{ 03x3 1343 ]KI
—P{ 03x3 1343 ]K,F

k
SK(C+ Kp) + %AK,H(é) + 7K AK (I — Pr)
IR

033

033
_5K’[ Kpp ]

6K1l KprE ]

—0K?
— 0K Ky +2AK;

_Ykper
2krg
03><6

K H(¢) - VK AK (I — Pr)

0346

Vi bemerker at matrisen A = (FTP + PF) fremkommer ved a velge

slik at

A, = PF;,i=1,...,5
1 . .
A = §(PFij+PFji),Z,j:1,...,5
Aj = A (B.3)



Appendix C

Begrensning av produkter

I dette kapittelet viser vi hvordan en del kryssledd i uttrykket for V kan gis en gvre
begrensning. I den forbindelse gjores bruk av fglgende teorem:

Teorem C.1 L 22
ab§§(%+cb2),\m,beue Ve>0€ER (C.1)
der a og b er gitte tall og c er en tilfeldig positiv konstant. [ |
Bevis:
(%—b)2 > 0,VYa,bER Ve£0€ER
2
Cop 2?5 g
c c
ab 1,a?
R G 2
c = 2(02 +5)
1,a? 5
ab < 5(?+cb),va,beR Ve>0€eR (C.2)
]
15} Ejw + ES(é)w BAm .
~Lurp| B0t BSOC ) o B (1w + |BS @) ol
Lyrp| B+ ES@w | o5 ) (C.3)
2 03
Da <1, |S(€)| <1og|FE| <2. Dessuten er ligning 6.7 benyttet. |
ok OkprA
- 2kPRVTDK[H(é)V < PR )12 (C.4)
IR

C.I
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Her er ligning 6.7 benyttet. [ |

pv'D[ 05 Rv | < phyllv|? (C.5)

Am .
—puTD[ 033 ]ﬁ < p—vTS(w)p

S(w) - 2
P (Lol
< Pom pHEH
< 2 (154 o
A [ ||V 2
< pT (%—i—al(I)QH(uHQ) (C.6)

Her har vi benyttet at ||S(w)|| = ||w]||- Dessuten er ligning 6.7 benyttet og vi har antatt
at initialverdien pa posisjonsfeilen er begrenset. Det vil si

[p(t =0)|| <@ < o0 (C.7)
pa samme mate som i ligning (4.12). [
B ¢ ﬂ ax||w||2 4112 B 1 .
— 51/ C 03 Z T + 042||E€|| — 5’0 CQIEG (CS)
Her er teorem 2.7 benyttet. [ |
0 C?. |lv . .
— puTC’[ 2l < L (M + a3||p||2> — pw ' C1ap (C.9)
p 2 o3
Her er teorem 2.7 benyttet. [ |
_ kPR . " Ykpr . v[ h€" 033
K H = — w v
2k1R 1H(ewy 2 l 0343 O3x3
_ YkpR 3T () .7
Y (he") w
vkpr |]~c‘2 .
< + a4Hhe wH
4 Oy
ken (7]
< L i
Qly
Yhpr (v =Isxs Osys | . 1| @alzxz 03x3
< —|w Q4 w+v v
-4 ( 0313  Osx3 O3x3 033
< '&)T[ T Krr Oscs ]fv+uT[ T Krr Os ]u (C.10)

0343  O3x3 O3x3  O3x3
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|
k?PR T o
L O Pl
:g ( )wders [SIT S;F]
P
< (1ol oofnera)
< B ||Sl||2+0[ ||(.d||
S g o~ 5
1
P 1| ==I3x3 O3x3 1| aslsxs O3x3
< =1s as s+v v
- 4( 033 03><3] l 03x3  Osx3
< §° -Krr 033 sl “2Kpr O3x3 v (C.11)
0343  O3x3 O3x3  O343



