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Sammendrag

Denne hovedoppgaven tar for seg kraftstyring av robotmanipulatorer� Dette er et problem
det har blitt gitt mange l�sninger p	a� og en av de siste er presentert i
�Chiaverini og Siciliano ����
 og er kalt �Parallell kraft�posisjonsstyring�

Denne kraftstyringsmetoden er utviklet for	a styre posisjon og kontaktkraft for en manip

ulator med tre frihetsgrader� Det var �nskelig	a utvide denne metoden til ogs	a	a kunne bli
brukt p	a manipulatorer med seks frihetsgrader� slik at ogs	a orientering og kontaktmoment
kan tas hensyn til og reguleres�

I denne hovedoppgaven presenterer vi matematiske hjelpemideler som gj�r en slik utvidelse
mulig� Reguleringen foretas i robotens oppgaverom og i den forbindelelse anvendes skruer
for	a beskrive hastigheter� for�ytninger og krefter� Robotens kinematikk beskrives p	a den
spesielle euklidske gruppe� SE���� og robotgriperens orientering parametriseres med Eu

lerparametre� Regulatoren er av PID
type med PD
virkning p	a posisjon og PI
virkning
p	a kraft�

Robotens dynamiske ligninger� modell av kontaktkreftene� regulator og robotkinematikken
kobles s	a sammen til en kompakt modell etter samme m�nster som modellen i tre frihets

grader�

Til slutt foresl	as en Lyapunovfunksjonskandidat for 	a analysere stabiliteten til systemet�
Vi viser at denne Lyapunovfunksjonskandidaten er en Lyapunovfunksjon for kraftstyringssys

temet og ved hjelp av LaSalles teorem beviser vi at systemet er asymptotisk stabilt�
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Kapittel �

Innledning

��� Bakgrunn

Kraftstyring av robotmanipulatorer omfatter styring av den kraft manipulatoren ut�ver
p	a sine omgivelser samt styring av robot
griperens posisjon�

Dette problemet er omtalt i en mengde artikler og l�reb�ker og mange forskjellige l�sninger
er blitt presentert� En oversikt over forskjellige metoder er presentert i �Whitney ����
�

Et grunnleggende problem med kraftstyring er at det� som regel� ikke er fysisk mulig
	a kunne styre b	ade kontaktkraft og posisjon til �nsket verdi samtidig� En av de mest
utbredte metodene� hybrid kraftstyring� benytter seg av s	akalte utvelgelsesmatriser for
	a styre kraft og posisjon hver for seg� Et problem med dette er at man m	a ha eksakt
kunskap om geometrien til omgivelsene for	a kunne spesi�sere utvelgelsesmatrisene� Dette
vanskeliggj�r styring i tilfeller der roboten st�ter inn i uforutsette hindringer�

En konseptuell ny metode for kraftstyring kalt parallell kraft�posisjonsstyring ble presen

tert i �Chiaverini og Siciliano ����
 og �Chiaverini� Siciliano og Villani ����
� Her brukes
ingen utvelgelsesmatriser og kraft og posisjonsp	adrag adderes i regulatoren slik at vi
f	ar en paralell struktur� Denne regulatorstrukturen er ogs	a benyttet til over�atef�lging
i �Chiaverini og Sciavicco ����
 og i �Siciliano og Villani ����
 er en adaptiv versjon er
presentert og analysert�

Felles for modelleringen i �Chiaverini og Siciliano ����
� �Chiaverini� Siciliano og Villani ����
�
�Chiaverini og Sciavicco ����
 og �Siciliano og Villani ����
 er at manipulatoren som reg

uleres og analyseres har tre frihetsgrader og det er posisjon og kontaktkraft som styres�

I denne hovedoppgaven skal vi utvikle og bevise stabilitet av en parallell regulatorstruktur
for 	a styre robotgriperens posisjon�orientering og kontaktkraft�moment for en robotma

nipulator med seks frihetsgrader�

I denne forbindelse beskrives griperens hastighet med en hastighetsskrue �eng��twist� og
kontaktkraften�momentet med en kraftskrue �eng��wrench�� mens kinematikken beskrives

�
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p	a den spesielle euklidske gruppe� SE��� og orienteringen parametriseres med Euler

parametre�

Et stort problem med hybrid
regulering har v�rt den feilaktige bruken av ortogonalitet
i forbindelse med twister og wrencher �Du�y ����
� Vi vil i denne hovedoppgaven bygge
opp et matematisk grunnlag for modelleringen av systemet best	aende av manipulator�
kontaktwrench� kon�gurasjon i SE��� og parallell regulator� og vi vil bruke begrepet K

ortogonalitet som de�nert i �DeShutter og Bruyninckx ����
 for	a unng	a feilene beskrevet
i �Du�y ����
�

��� Relatert arbeid

Under arbeidet med hovedoppgaven skrev undertegnede og professor Olav Egeland i
samarbeid med Stefano Chiaverini og Bruno Siciliano en artikkel�
�Gravdahl� Egeland� Chiaverini og Siciliano
� som er innsendt til Symposium on Robot
Control� �SY�RO�CO������ Capri i Italia� ������� september ����� Artikkelen har tittelen
�Stability analysis in � DOF of force�position control of robot manipulators��

��� Organisering av hovedoppgaven

Hovedoppgaven er organisert p	a f�lgende m	ate�

� Kapittel �
Her presenteres og de�ners en mengde matematiske begreper som skal brukes i mod

elleringen av kraftstyringssystemet og den p	af�lgende stabilitetsanalysen� Noen sen

trale emner er SE���� tangentrommmene se��� og se����� skruer� Eulerparametere�
kontaktkrefter� Lyapunovstabilitet og Lyapunovfunksjoner med kryssledd�

� Kapittel �
Den parallelle kraft�posisjonsregulatoren fra �Chiaverini og Siciliano ����
 presen

teres�

� Kapittel �
Lyapunovs metode brukes for 	a analysere stabiliteten til den parallelle kraft�posi

sjonsstyringsregulatoren fra kapittel ��

� Kapittel �
Ved bruk av teorien fra kapittel � utvides systemet i kapittel � til et kraftstyringssys

tem som ogs	a omfatter styring av orientering og kontaktmoment�

� Kapittel 	
Det foresl	as en Lyapunovfunksjonskandidat for stabilitetsanalyse av kraftstyringen
fra kapittel � og asymptotisk stabilitet p	avises�
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� Kapittel �
Konklusjon

� Appendix A�B og C
Her �nnes en del utregninger som brukes under stabilitetsanalysen i kapittel �
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Teoretisk grunnlag

��� Den spesielle Euklidske gruppe� SE���

����� De�nisjon av SE���

Vi vil f�rst de�nere begrepet rotasjonsmatrise som gjort i �Egeland ����
� Et koordinat


system I kan beskrives med tre ortogonale enhetsvektorer �iI � �jI og �kI langs x
� y
 og
z
aksen til I� Disse vektorene er beskrevet koordinatfritt� det vil si basisuavhengig� ved
retning og lengde�
P	a samme m	ate beskrives et koordinatsystem B med de ortogaonale enhetsvektorene�iB�
�jB og �kB�
En vektor �v kan n	a beskrives som en line�r kombinasjon av �iI � �jI og �kI i system I�

�v � vIi�iI  vIj�jI  vIk�kI �����

der
vIi � �v ��iI � vIj � �v ��jI � vIk � �v � �kI �����

Tilsvarende har vi i system B�

�v � vBi�iB  vBj�jB  vBk�kB �����

der
vBi � �v ��iB� vBj � �v ��jB� vBk � �v � �kB �����

vIi� vIj og vIk kalles �v�s koordinater i system I og vBi� vBj og vBk kalles �v�s koordinater i
system B�
Vektoren �v kan n	a beskrives entydig med vektorens koordinater� I system I f	ar vi�

Iv �

�
�� vIi
vIj
vIk

�
�� �����

�
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vBi

vIk

vIi

�kI

��B

��I vIj

vBk

�kB ��B

vBj

�v

zI

yB

yI

xBxI

zB

��I

Figur ���� Rotasjon fra I til B

og i system B�

Bv �

�
�� vBi
vBj
vBk

�
�� �����

Dette er illustert i �gur ����
Vi vil n	a �nne en sammenheng mellom Iv og Bv� Dette gj�res p	a f�lgende m	ate�

vIi � �v ��iI � �vBi�iB  vBj�jB  vBk�kB� ��iI �����

vIi � vBi�iB ��iI  vBj�jB ��iI  vBk�kB ��iI �����

Tilsvarende f	ar vi for vIj og vIk�

vIj � vBi�iB ��jI  vBj�jB ��jI  vBk�kB ��jI �����

vIk � vBi�iB � �kI  vBj�jB � �kI  vBk�kB � �kI ������

P	a matriseform kan vi n	a skrive�

Iv � RB
I
Bv� der RB

I �

�
���
�iB ��iI �jB ��iI �kB ��iI
�iB ��jI �jB ��jI �kB ��jI
�iB � �kI �jB � �kI �kB � �kI

�
��� ������
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RB
I kalles rotasjonsmatrisen fra I tilB� Denne matrisen transformerer en koordinatvektor

fra system B til system I og kalles defor ogs	a koordinattransforasjonsmatrisen fra B til
I� P	a samme m	ate som over kan vi �nne�

RI
B � �R

B
I �

T ������

For alle BB gjelder�
Bv � RI

B
Iv � RI

BR
B
I
Bv ������

dette gir
RI

BR
B
I � I �� RB

I � �R
I
B�
�� ������

Ligningene ������ og ������ gir n	a �

�RB
I �
�� � �RB

I �
T ������

som betyr at RB
I er en ortogonal matrise� Hvis vi de�nerer koordinatsystemene I og B

til 	a v�re h�yreh	andssystemer kan det vises at �Egeland ����
�

detRB
I � � ������

Vi de�nerer n	a �
SO���

�
� fR � R

��� jRTR � I og det�R� � �g ������

Vi skal vise at SO��� har strukturen av en gruppe� og trenger derfor de�nisjonen p	a en
gruppe �Curtis ����
�

De�nisjon �
� En gruppe G er en mengde G sammen med en bin�r avbildning

� � G�G� G ������

Vi skriver ��a� b� � ab �a� b � G

� m�a oppfylle f�lgende aksiomer�

� � er assosiativ� �ab�c � a�bc� �a� b� c � G

� Det eksisterer en identitet� 	e � G j ea � ae � a �a � G

� Det eksisterer en invers� �a � G 	a�� � G j aa�� � a��a � e

�

P
astand �
� SO��� er en gruppe� �

Bevis�
Avbildningen � er de�nert ved �

��R��R�� � R�R� �R��R� � SO���
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Det f�lger da at�

��R��R��
T��R��R�� � R

T
�R

T
�R�R� � I

det���R��R��� � det�R�� det�R�� � �

�
� ��R��R�� � SO���

For � gjelder�

� Assosiativitet� �R�R��R� � R��R�R��� Dette f�lger av vanlig matrisemultip

likasjon�

� Identitet� I���R � RI��� � R �R � SO��� der I��� � diag��� �� ��

� Invers� R��R � RR�� � I��� der R
�� � RT da R er ortogonal

�

SO��� kalles den spesielle ortogonale gruppe og er mengden av alle rotasjonsmatriser�
Vi skal n	a se p	a det tilfellet at system B er rotert og translatert i forhold til utgangspunk


system I

system B

OI

OB

Q

pBI

Bq

Iq

Figur ���� Transformasjon fra I til B

tet� system I� La IpBI v�re posisjonen til origo i system B� OB� i forhold til origo i system
I� OI� gitt i I
koordinater� �Se �gur ����
Koordinatene til punktet q dekomponert i system I blir da�

Iq � IRB
I
Bq  IpBI ������

der IRB
I er rotasjonsmatrisen fra I til B uttrykt i system I�

For 	a uttrykke denne type transformasjoner som en matrisemulitiplikasjon innf�rer vi
homogene koordinater�

IQ
�
�

�
Iq

�

	
������
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Vi ser at ligning ������ kan skrives

IQ � T B
I
BQ der T B

I �

�
IRB

I
IpBI

�T �

	
������

T B
I kalles en homogen transformasjonsmatrise� Vi de�nerer�

SE���
�
� fT � R

��� jT �

�
R p

�T �

	
� R � SO����p � R

�g ������

P
astand �
� SE��� er en gruppe� �

Bevis�
��T ��T �� � T �T � �T ��T � � SE���

Vi har at ��T ��T �� �

�
R�R� p�  R�p�
�T �

	
� SE��� siden R�R� � SO��� Dette betyr

at ��T ��T �� � SE���
For � gjelder�

� Assosiativitet� �T �T ��T � � T ��T �T ��� Dette f�lger av vanlig matrisemultip

likasjon�

� Identitet� I���T � TI��� � T �T � SE��� der I��� � diag��� �� �� ��

� Invers� T��T � TT�� � I��� der T
�� �

�
R�� 
R��p

�T �

	
� SE��� siden

R�� � SO����

�

SE��� kalles den spesielle Euklidske gruppe av �� orden�
Vi vil n	a innf�re begreped deriverbar �eller glatt� manifold som de�nert i �Perko ����
�
Vi trenger f�rst begrepet homeomor��

De�nisjon �
� La X v�re et metrisk rom og la U og V v�re underrom i X� En home�
omor� fra U til V er en kontinuerlig en�til�en avbildning av U p�a V � h � U � V slik at
h�� � V � U er kontinuerlig�
Rommene U og V sies �a v�re homeomorfe eller topologisk ekvivalente hvis en slik h

�nnes� �

De�nisjon �
� En avbildning h fra U til V sies �a v�re av klasse Ck hvis den har kon�
tinuerlige partiellderiverte p�a U av alle ordener mindre eller lik k� �

De�nisjon �
� En n�dimensjonal deriverbar manilfold� M 	os�a kalt glatt manifold eller
manifold av klasse Ck
� er et sammenhengende metrisk rom med en�apen dekning fU�g�
Det vil si�

M �


�

U� ������
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slik at�

�� For alle � er U� homeomorf med den�apne enhetskula i Rn �

B � fx � R
n j kxk � �g�

Det vil si �� 	 h� � U� � B

�� Hvis U� �U� �� 
 og h� � U� � B�h� � U� � B er homeomor�er s�a er h��U� �U��
og h��U� � U�� underrom av Rn og avbildningen

h � h� � h
��
� � h��U� � U��� h��U� � U��

er deriverbar 	eller av klasse Ck
� og for alle x � h��U� � U�� er

det
�h�x�

�x
� detDh�x� �� ��

�

Det kan vises at SO��� er en �
dimensjonal manifold ��Samson ����
 s���� og at SE���
er en �
dimensjonal manifold ��Samson ����
 s�����
Det kan ogs	a vises at SO��� og SE��� er reelle Lie
grupper� En Lie
gruppe er de�nert
p	a f�lgende m	ate��Curtis ����


De�nisjon �
� En reell Lie�Gruppe� G� er en reell manifold som ogs�a er en gruppe der
gruppeoperasjonene�

� � G�G� G der � � �a� b� �� ab

� � G� G der � � a �� a��

er deriverbare 	glatte
 �

P
astand �
� SO	

 er en reell Lie�gruppe� �

Bevis�
Siden SO��� er en gruppe der ��R��R�� �� R�R� er kontinuerlig og ��R� �� R�� er
kontinuerlig og SO��� er en reell manifold� er SO��� en reell Lie
gruppe� �

P
astand �
� SE��� er en reell Lie�gruppe�

Bevis�
Siden SE��� er en gruppe der ��T ��T �� �� T �T � er kontinuerlig og ��T � �� T�� er
kontinuerlig og SE��� er en reell manifold� er SE��� en reell Lie
gruppe� �
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����� Tangentrommet se���

Vi vil f�rst de�nere hva som menes med tangentrommet til en n
dimensjonal glatt man

ifold�
Hvis M er en n
dimensjonal glatt manifold i Rk har vi for hvert punkt x � M et n

dimensjonalt tangentrom TxM � Dette er illustert i �gur ���� Vektorene i TxM kalles

TxM

M

R
k

x

Figur ���� Tangentrommet til M

tangentvektorene til M i x� For 	a �nne tangentrommet til SE���� vil vi f�rst se p	a tan

gentrommet til SO����

so��� er tangentrommet til SO��� i gruppeidentiteten e
�
� I���� Det er vist i �Samson ����


at so��� er gitt ved�

so��� � TeSO��� � fA � R
��� j AT  A � ����g ������

so��� kalles ogs	a Lie
algebraen til SO����
Som vi ser er A en skjevsymmetrisk matrise�

so��� � fS��� j � � R
�g ������

der

� �

�
�� 	x
	y
	z

�
�� � S��� �

�
�� � 
	z 	y

	z � 
	x

	y 	x �

�
�� ������

Det er vist i �Egeland ����
 at en rotasjonsmatrise IRB
I � SO��� oppfyller de kinematiske

di�erensialligningene�
�IRB
I � S�

I�B�I�
IRB

I ������

�IRB
I �

IRB
I S�

B�B�I� ������
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der I�B�I og
B�B�I er vinkelhastigheten til system B i forhold til system I dekomponert

i henholdsvis system I og B� Vi sier da at�

�R
�
� �IRB

I �� �R � TRSO��� ������

og
S�I�B�I��S�

B�B�I� � TeSO��� � so��� ������

Vi ser n	a p	a translasjonskomponenten til SE���� p � R
� � p oppfyller ligningen�

I �pBI �
IRB

I
BvB ������

der IpBI er posisjonen til system B i forhold til system I gitt i I�s koordinater og BvB er
hastigheten til B dekomponert i system B�

Vi har n	a for T �

�
R p

�T �

	
�

�
IRB

I
IpBI

�T �

	
� SE����

�T �

�
�R �p
�T �

	
�

�
RS��� Rv

�T �

	
������

�T � T

�
S��� v

�T �

	
������

Vi sier n	a at �T � TTSE���� det vil si at �T ligger i tangentrommet til SE��� for kon�g

urasjonen T og at� �

S��� v

�T �

	
� TeSE��� � se��� ������

Tangentrommet se��� er derfor gitt ved�

se��� � fA � R
��� j A �

�
S��� v

�T �

	
��� v � R

�g ������

se��� kalles ogs	a for Lie
algebraen til SE����

Dette er en generalisering av hastighetsbegrepet for en glatt kurve i Rn � Hvis en kurve
��t� � R

n betegner en posisjon i Rn � vil kurvens hastighet v�re gitt ved tangentvektoren
Tt��t� ved tidspunktet t�
Hastigheten til en transformasjon T � SE��� vil p	a tilsvarende m	ate ligge i tangentrom

met se����



KAPITTEL �� TEORETISK GRUNNLAG ��

����� Det duale tangentrommet se����

Vi trenger f�rst begrepet algebraiske former som de�nert i �Arnold ����
�

De�nisjon �
	 En algebraisk form av �� grad 	eller en ��form
 er en line�r funksjon

	 � Rn � R ������

Det vil si�

	�
���  
���� � 
�	����  
�	���� �
�� 
� � R� ��� �� � R
n ������

�

Mengden av alle �
former blir et reelt vektorrom hvis vi de�nerer summen av to �
former
som�

�	�  	�����
�
� 	����  	���� ������

og skalar multiplikasjon som

�
	����
�
� 
	��� ������

De�nisjon �
� Rommet av ��former p�a Rn er n�dimensjonalt og kalles det duale rommet
�Rn�� �

Vi vil n	a de�nere det duale tangentrommet til en manifold�

De�nisjon �
� La M v�re en n�dimensjonal manifold av klasse Ck� og la TxM v�re
tangentrommet til M i x� En ��form p�a TxM er da de�nert som en line�r funksjon

! � TxM � R ������

det vil si�

!�
�x�  
�x�� � 
�!�x��  
�!�x�� �
�� 
� � R� x��x� � TxM ������

�

Mengden av alle �
former p	a TxM blir et reelt vektorrom hvis vi de�nerer �!�  !�� og
�
!� som i ������ og �������

De�nisjon �
� Rommet av ��former p�a TxM er n�dimensjonalt og kalles det duale tan�
gentrommet T �xM � Dette rommet kalles ogs�a cotangentrommet til M i x og inneholder
cotangentvektorene til M i x� �

Siden SE��� er en �
dimensjonal manifold kan vi de�nere�
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De�nisjon �
�� Rommet av ��former p�a TxSE��� er ��dimensjonalt og kalles det duale
tangentrommet T �xSE��� �

De�nisjon �
�� I identiteten de�nerer vi

se����
�
� T �e SE��� der e � I��� ������

se���� er det duale tangentrommet til SE	

 i identiten� se���� kalles ogs�a den duale
Lie�algebraen til SE��� �

����� Skruer

En skrue er en generalisering av en linje� Skruen beskriver en linje i et �
dimensjonalt
vektorrom U og en vektor som er parallell til denne linja� Denne de�nisjonen er hentet
fra �DeShutter og Bruyninckx ����
�
N	ar origo i U er bestemt kan en skrue representeres som et ordnet par av to tredimen

sjonale vektorer� Vi skriver dette�

s
�
� ��l� �f� ������

Der �l er en linjevektor som angir retningen til en linje i U � kalt skrueaksen� og �f er en fri
vektor� Den er summen av�

�� Momentet �r ��l av skrueaksen om origo� �r er et tilfeldig punkt p	a skrueaksen�

�� En vektor som er paralell til skrueaksen�

Vi skal bruke skruer til 	a beskrive generaliserte hastigheter og krefter� Vi bruker da
f�lgende de�nisjoner�

De�nisjon �
�� En hastighetsskrue� eller twist� er en skrue der vinkelhastigheten� �	 er
linjevektoren� og translasjonshastigheten� �v er den frie vektoren� Vi bruker notasjonen�

�
�
� ��	��v� ������

�

De�nisjon �
�� En kraftskrue� eller wrench� er en skrue der translasjonskraften� �f er
linjevektoren� og dreiemomentet� �m er den frie vektoren� Vi bruker notasjonen�

w
�
� ��f� �m� ������

�
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Hvis ikke bare origo i U er valgt� men ogs	a et koordinatsystem I� s	a kan vi uttrykke en
skrue p	a koordinatform� Hver skrue kan da representeres med seks reelle tall� For twister
og wrencher skriver vi da�

I�
�
�

�
I�
Iv

	
�

�
���������

	x
	y
	z
vx
vy
vz

�
���������
og Iw

�
�

�
If
Im

	
�

�
���������

fx
fy
fz
mx

my

mz

�
���������

������

�	x� � � � � vz� kalles de seks Pl"uckerkoordinatene til twisten � og tilsvarende kalles �fx� � � � � mz�
de seks Pl"uckerkoordinatene til wrenchen w�

I det f�lgende vil vi uttrykke et element

�
S�I�� Iv

�T �

	
� se��� som en twist p	a koordi


natform�

I�
�
�

�
I�
Iv

	
� ������

og vi sier da�
I� � se���� ������

Tilsvarende uttrykker vi et element # � se���� som en wrench p	a koordinatform�

Iw
�
�

�
If
Im

	
������

og skriver�
Iw � se���� ������

Vi vil senere� i forbindelse med fj�ring f	a bruk for sm	a for�ytningsskruer i se���� No

tasjonen som da brukes er�

x� � ���� �d� ������

der �� representerer en liten rotasjon og �d en liten translasjon� P	a koordinatform skriver
vi�

Ix� �

�
I�
Id

	
�

�
���������

�x
�y
�z
dx
dy
dz

�
���������
� se��� ������

der ��x� � � � � dz� er de seks Pl"uckerkoordinatene til twisten x��
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��� Eulerparametre

����� Parametrisering av SO���

En rotasjonsmatrise RB
I � SO��� kan alltid parametriseres ved en rotasjon gitt ved en

vinkel 
 om en enhetsvektor �k �Spong og Vidyasagar ����
� Vi skriver da�

RB
I � Rk�� ������

der k
�
� Ik er �k dekomponert i system I� Rk�� kan da uttrykkes ved k og 
 som�

Rk��
�
� cos 
I���  S�k� sin 
  kk

T��
 cos 
� ������

De�nisjon �
�� For en rotasjonsmatrise beskrevet ved en vinkel 
 og en enhetsvektor k
er eulerparametrene de�nert ved

� � cos



�
� R

� � k sin



�
� R

� ������

�

P
astand �
�
��  �T� � � ������

�

Bevis�

cos�



�
 kTk sin�




�
� cos�




�
 sin�




�
� �

da kTk � � �

P
astand �
	 Rk�� kan uttrykkes ved � og � p�a f�lgende m�ate�

Rk�� � R	�
 � ���
� 
 ��I���  ���

T  ��S��� ������

�

Bevis�
Vi f	ar bruk for sammenhengene�

sin 
 � � sin



�
cos




�

cos 
 � � cos�



�

 � ������
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Vi setter inn ������ i ������ og f	ar�

Rk�� � cos�



�
I��� 
 I���  �S�k� sin




�
cos




�
 kkT��
 � cos�




�
�

� ���I��� 
 I���  ��S���  �kk
T sin�




�
R	�
 � ���� 
 ��I���  ���

T  ��S��� ������

�

Av ligning ������ ser vi at�
RT

	�
 � R	��
 ������

Eulerparametrene er en global og singul�ritetsfri parametrisering av en rotasjonsmatrise
R � SO����

����� Sammensatte rotasjoner

Vi skal n	a �nne uttrykk for eulerparametrene ��� �� til en sammensatt rotasjon

R	�
 � R	��
�R	��
� � SO���

uttrykt ved ���� ��� og ���� ����

P
astand �
�

� � ���� 
 �
T
� ��

� � ����  ����  S������ ������

�

Bevis�
Dette kan bevises ved bruk av kvaternionproduktet� se �Egeland ����
 �

����� Kinematiske di�ererensialligninger for eulerparametre

Det er vist i �Egeland ����
 at rotasjonsmatrisen R
�
� RB

I oppfyller de kinematiske
di�erensialligninge�

�R � RS
�
B�B�I

�
������

�R � S
�
I�B�I

�
R ������

Der B�B�I og
I�B�I er vinkelhastigheten til system B i forhold til system I dekomponert

i henholdsvis system B og system I�
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Teorem �
� Eulerparametrene ��� �� til R oppfyller de kinematiske di�erensiallignin�
gene�

�� � 

�

�
�TB�B�I

�� �
�

�
��I���  S����

B�B�I ������

i system B� og de kinematiske di�erensialligningene�

�� � 

�

�
�TI�B�I

�� �
�

�
��I��� 
 S����

I�B�I ������

i system I

Bevis�
Se �Egeland ����
 �

Vi vil senere f	a bruk for de kinematiske di�erensialligningene for eulerparametrene til en
sammensatt rotasjon� og presenterer derfor f�lgende p	astand�

P
astand �
� Eulerparametrene �$�� $�� til den sammensatte rotasjonen gitt ved

$R � RT
�R ������

der R� � SO��� er konstant� oppfyller de kinematiske di�erensialligningene

�$� � 

�

�
$�TB�B�I

�$� �
�

�
�$�I���  S�$���

B�B�I ������

i system B� og

�$� � 

�

�
$�TI�B�I

�$� �
�

�
�$�I��� 
 S�$���

I�B�I ������

i system I� �

Bevis�
Utfra de�nisjonen $R � RT

�R kan vi sette opp diagrammet i �gur ��� som viser sam

menhengen mellom rotasjoner og vinkelhastigheter� Siden R� er konstant og f�lgelig
�� � � har vi�

�B�I � $� ������
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I

R � �B�I

B

$R � $�

R� � �� � �

Figur ���� Sammenheng mellom rotasjonsmatriser

som vil gjelde i b	ade system I og B� Vi har da sammenhengene

�� � 

�

�
$�TB $� � 


�

�
$�TB�B�I

�� �
�

�
�$�I���  S�$���

B $� �
�

�
�$�I���  S�$���

B�B�I ������

og

�$� � 

�

�
$�TI $� � 


�

�
$�TI�B�I

�$� �
�

�
�$�I��� 
 S�$���

I $� �
�

�
�$�I��� 
 S�$���

I�B�I ������

og P	astand ��� er dermed bevist� �

��� Kontaktkrefter

����� Stivhetsmatriser

Vi skal her se hvordan vi skal modellere kontaktkrefter ved hjelp av
fj�rkrefter� Vi antar hele tiden at kontakten skjer p	a en glatt over�ate� S� og vi ser bort
fra e�ekter av friksjon�
Vi vil f	a bruk for en de�nisjon av di�erensielle former�

De�nisjon �
�� La g � M � R v�re en deriverbar ��form p�a manifolden M � Di�eren�
sialet dgjx av g i x er da en lin�r avbildning

dgjx � TxM � R ������

fra tangentrommet til de reelle tall� �
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g vil da v�re et element i det duale tangentrommet� Det vil si�

gjx � T �xM ������

Siden di�erensialet dg�x� �M � T �xM er en avbildning fra M til det duale tangentrom

met vi den Hessiske �Lon%cari&c ����
 d�g jx v�re en avbildning fra TxM til T �xM � Det vil
si�

d�gjx � TxM � T �xM ������

Vi skal n	a utvide dette til 	a gjelde for for�ytninger som ligger i tangentrommet se����

De�nisjon �
�	 En generalisert fj�r er matematematisk de�nert ved en potensialfunksjon
V de�nert p�a SE��� �Lon�cari�c ������ V er en ��form p�a SE����

V � SE���� R ������

�

Di�erensialet til V i e
�
� I��� � SE��� er den line�re avbildningen�

dV je � se���� R ������

som er et element i se����� Det vil si

dV je � se���� ������

Kraften� som fj�ren V p	avirker omgivelsene med er gitt av�

# � dV je ������

Det vil si at fj�rkraften ligger i det duale tangentrommet� # kan uttrykkes koordinatfritt
som en skrue ��f� �m��
Den Hessiske d�V uttrykker stivheten til fj�ra� og er en line�r avbildning fra se��� til
se���� i identiteten�

d�V je � se���� se���� ������

Vi de�nerer n	a �
IK

�
� d�V ������

Det bemerkes at IK er en dyade� P	a koordinatform kan IK representeres med en sym

metrisk matrise
�IK � R

��� der�
IK

�
�

�
A G

GT B

	
������

og

�
�
�

�
���� I���
I��� ����

	
������

�Dette er en kraft i generalisert betydning� Den har b�ade krefter om momenter som komponenter�
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der A � AT�B � BT�G � R
���

K kalles n	a en stivhetsmatrise og � kalles resiprokoperatoren� Indeksen I betyr at
K er dekomponert i koordinatsystem I� K er konstant� men er avhengig av hvilket
koordinatsystem den dekomponeres i� For enkelhets skyld vil denne indeksen sl�yfes i
det f�lgende�
Elementene � � se��� kan uttrykkes koordinatfritt som skruer ���� �d�� Hvis vi uttrykker
skruene # og � som koordinatvektorer i R� kan vi sette opp sammenhengen��

f

m

	
��K

�
�

d

	
������

Det �nnes et unikt koordinatsystem som gir den enkleste formen p	a K� Denne formen
kalles normalformen �Lon%cari&c ����
� og gir maksimal dekobling mellom rotasjons
 og
translasjons
komponenetene�

����� Spesi�sering av kontaktkon�gurasjon

Vi skal n	a se p	a hvordan vi skal beskrive kontaktkon�gurasjonen mellom to legemer�
Det ene legemet vil v�re griperen p	a en robotmanipulator� og det andre legemet en
uspesi�sert �ate i rommet� S� som roboten er i kontakt med� S antas 	a v�re glatt�
fj�rende og friksjonsfri� Hastigheten til griperen beskrives med en twist� �� dekomponert
i et koordinatsystem� B� fast i griperen�
Kontaktkreftene beskrives av en wrench�w� dekomponert i det samme koordinatsystemet�
Avhengig av kontaktens art� det vil si punkt� linje eller �ate� stilles det forskjellige krav
til hvoran � og w tillates 	a variere�
Vi kaller det vektorromme som � er i for T og vektorrommet som w er i for W� Det er
klar at for hver bevegelsesbegrensning vil��DeShutter og Bruyninckx ����


T � se��� ������

og
W � se���� ������

Vi betegner antall frihetsgrader � har som n�� og antall frihetsgrader til w som nw� Siden
de �retninger� som � har ikke kan variere fritt p	a grunn av kontakten med S vil mappes
til kontaktwrencher av stivheten IK� har vil nw � �
 n�� Vi skriver da�

dimT � n� � �

dimW � nw � �
 n� ������

T spennes ut av n� line�rt uavhengige twister ogW spennes ut av nw line�rt uavhengige
wrencher�

T � spanf��� � � � � �n�g

W � spanfw�� � � � � wnwg ������
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Vi kan derfor dekomponere en twist som�
Pn�

i�� �i�i eller p	a koordinatform i koordinat

system B�

B� �
n�X
i��

�i
B�i ������

der B� inneholder de � Pl"uckerkoordinatene og de n� �i kalles twistsystemkoordinatene
til twisten � � T med hensyn p	a den valgte basis av B� i i T �
P	a matriseform kan vi skrive dette�

�B� � T 	� � R
n� � B� � BJ� ������

der
BJ

�
�
h
B��� � � � �

B�n�

i
� ������

Det vil si
dimBJ � �� n� ������

BJ kalles twistjacobimatrisen til T �
P	a tilsvarende m	ate kan ogs	a en wrenchjacobimatrise� BG for W utledes� men det vil
ikke bli gjort her� Det bemerkes at utedningen av twistjacobimatrisen like gjerne kunne
v�rt foretatt i koordinatsystem I og hadde da naturlig nok gitt et uttrykk for IJ �
Eksempel�
Et eksempel p	a bruk av twistjacobimatrisen er punktkontakt mellom griperen og S�
Koordinatsystemet B er lagt i kontaktpunktet som vist i �gur ���� Vi ser at den eneste

S

zB

B
yB

xB

Figur ���� Eksempel p	a punktkontakt

retning griperen ikke kan bevege seg fritt i er translasjon i z
retning� Dette betyr at
n� � �� og at et mulig uttrykk for

BJ er�

BJ �

�
i j k � �
� � � i j

	
�

�
���������

� � � � �
� � � � �
� � � � �
� � � � �
� � � � �
� � � � �

�
���������

������
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Kontaktkraft vil genereres i z
retning� �

����� Stivhetsmetrikk og invarians

Vi ser f�rst p	a de�nisjonen av norm og metrikk p	a et vektorrom V �

De�nisjon �
�� La V v�re et vektorrom�

k � kV � V � R ������

er en norm p�a V hvis�

�� k � kV er positiv de�nitt� Det vil si kxkV � ��� x �� � �x � V

�� kx ykV � kxkV  kykV �x�y � V 	trekantulikheten



� k
xkV � j
j � kxkV � x � V� �
 � R

�

De�nisjon �
�� En Euklidsk metrikk� g� er en kvadratisk form p�a V � Det vil si�

g � V � V � R ������

g har f�lgende egenskaper�

�� g er av klasse C��

�� g er biline�r� g�x� �y  �z� � �g�x�y�  �g�x� z�


� g er symmetrisk� g�x�y� � g�y�x�

�� g er posistiv de�nitt� g�x�x� � � hvis x �� �� og g�x�x� � � hvis x � �

�� g degenererer ikke� Det vil si� Det eksisterer ikke y �� � � V slik at �x � V �
g�x�y� � �

�

Hvis en Euklidsk metrikk g �ns� �ns en Euklidsk norm� eller �
norm p	a V de�neret ved�

kxkV�
�
�
q
g�x�x� ������

Enhver metrikk g har en metrisk tensor� �gij
 som beskriver g�s virkning p	a en basis
fe�� � � � � epg i V �

gij
�
� g�ei� ej� ������



KAPITTEL �� TEORETISK GRUNNLAG ��

Dermed f	ar vi�
�x�y � V g�x�y� �

X
i�j

gijxiyj � x
T�gij
y ������

For den Euklidske metrikk p	a Rn vil �gij
 � In�n�
Hvis V ikke bare er et vektorrom� men ogs	a en Lie
gruppe �se kap� ������� som SE����
de�nerer vi begrepet invariant metrikk p	a f�lgende m	ate�

De�nisjon �
�� Metrikken g er invariant hvis�

�� �gij
 ikke endres n�ar basisen den er de�nert p�a blir transformert av en gruppetrans�
formasjon T

�� �gij
 ikke endres n�ar lengdeskalaen endres�

�

F�lgende viktige toerem er hentet fra �Lon%cari&c ����
�

Teorem �
� Det eksisterer ingen positiv de�nitt invariant metrikk for Lie�gruppen SE����
�

Dette betyr at ingen invariant Euklidsk metrikk eller norm �nnes for twister eller wrencher
siden Euklidsk metrikk er positiv de�nitt� Vi m	a derfor ha et annet lengdem	al p	a SE���
enn den Euklidske norm� Vi skal n	a se p	a en slik metrikk� nemlig stivhetsmetriken�
Som vi har sett mapper en stivhetsoperator IK en for�ytningsskrue x� til en wrench w�
Vi de�nerer n	a en kvadratisk form K slik at�

K�x�� x
�
�� � �

Ix���
T IK Ix� ������

der IK � �kij
 representerer den metriske tensoren til K og Ix���
Ix� � se���� K er en

metrikk if�lge de�nisjon ���� ��DeShutter og Bruyninckx ����
 s� ���� K er ikke invariant
fordi K er avhengig av koordinatsystem�
Vi skal n	a se p	a hvordan et begrep som ortogonalitet kan brukes i forbindelse med K

normen� I Rn sier vi at to vektorer x og y er ortogonale hvis xTy � �� Mer generelt er
det 	a skrive�

De�nisjon �
��

x og y er ortogonale hvis xT�gij
y � � der x�y � R
n ������

der �gij
 er den metriske tensoren til den Euklidske metrikken som er lik In�n i et n�
dimensjonalt ortogonalt koordinatsystem� �

P	a samme m	ate sies to twister �� og �� 	a v�re K
ortogonale hvis

De�nisjon �
��

�� og �� er K 
 ortogonale hvis K���� ��� � �
T
� �kij
�� � � �������
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der �kij
 er den metriske tensoren til K� �

Vi skal se p	a hvordan K
normen kan brukes i forbindelse med l�sning av line�re lignings

sett� Anta at vi har et line�rt ligningssett i Rn �

Ax � b �������

Hvis A ikke er inverterbar� det vil si rangA � n� vil pseudoinversl�sningen �Strang ����
�

xy v�re gitt ved�

xy � Ayb �������

der Ay er den pseudoinverse til A� xy er den l�sning som er �best� i henhold til �

normen� det vil si en minste kvadraters l�sning� Men hvis ligningssettet er de�nert i et
twistsystem� T � f�lger det av teorem ��� at vi ikke kan bruke �
norm� Vi vil derfor bruke
K
normen til dette�
Hvis vi erstatter den Euklidske normen med �
normen basert p	a stivhets
metrikken K

f	ar vi den K
vektede pseudoinversl�sningen x
y
K�

Vi har f�lgende de�nisjon p	a x
y
K �

De�nisjon �
�� x
y
K er en ��norm l�sning til Ax � b� med ��normen basert p�a stivhets�

metrikken K hvis og bare hvis x
y
K er en l�sning p�a optimaliseringsproblemet

min
x

J � �Ax
 b�TK�Ax
 b� �������

�

Vi ser at dette er en utvidelse av optimaliseringskriteriet for pseudoinvers
l�sningen�

Formelt vil x
y
K kunne �nnes ved hjelp av den K
vektede pseudoinverse A

y
K� Hvis A har

full kolonnerang og har �ere rader enn kolonner� kan en sluttet l�sning for A
y
K �nnes�

A
y
K � �A

TKA���ATK �������

og x
y
K �nnes ved�

x
y
K � A

y
Kb �������

Metoder for numerisk beregning av x
y
K og A

y
K �nnes i �Golub og Van Loan ����
�

����� Dekomponering av hastighet

Vi skal i dette kapittelet se hvordan vi kan dekomponere robotgriperens hastighetsskrue
i en fri komponent og en komponent assosiert med kontakten med et annet legeme�
Vi antar at det er et �fj�rende element� med stivhet IK mellom griperen og kontakt�aten�
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Vi antar at roboten og kraftsensoren er ideelt stive og all fj�ring er samlet i IK� Det vil
si vi modellerer kontaktkraftskruen som fj�rkrefter� I og med at kontakt�aten er antatt
fj�rende har griperen fortsatt � frihetsgrader i hastighet�
Noen av hastighetskomponentene gir opphav til deformering av kontakt�aten� Disse
komponentene mappes til en kontaktwrench av IK� Derfor er twisten til griperen alltid
en sum av en fri komponent og en komponent assosiert med kontakten� Dette skriver vi�

� � �fri  �comp �������

der indeksen comp st	ar for compliance� Disse komponentene ligger i hvert sitt twistsystem
og vi skriver�

�fri � Tfri

�comp � Tcomp �������

Vi skal n	a �nne uttrykk for I�fri og
I�comp og til dette trenger vi en projeksjonsoperator�

De�nisjon �
�� I det Euklidske rommet Rn vil projeksjonen

PR�A	
�
� AAy �������

projisere en vektor x � R
n ned p�a kolonnerommet til A� R�A� �Strang ������ Det vil si �

PR�A	x � R�A�� �������

Projeksjonen vil minimalisere feilen i minste kvadraters forstand� det vil si en minimalis�
ering av ��normen til di�eransen mellom vektoren og projeksjonen av vektoren� �

Dette kan ikke brukes i SE��� da den Euklidske normen ikke eksisterer her� Istedet
brukes �
normen basert p	a K
metrikken�

De�nisjon �
�� I twist�systemet T vil prosjeksjonen

PR�A	 � AA
y
K �������

projisere en twist � � T K�ortogonalt ned p�a kolonnerommet til A� Projeksjonen vil min�
imalisere ��normen basert p�a K�metrikken av di�erasen mellom twisten og projeksjonen
av twisten� �

Anta at J � ���� � � � ��n� 
 er twistjacobimatrisen til twistsystemet T � Alts	a er�

T � span f��� � � � � �n�g �������

Anta ogs	a at T er inneholdt i twistsystemet T �� Det vil si

T � T � �������
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De�nisjon �
�� I twistsytemet T � vil projektsonen

PR�J	 � JJ
y
K� �������

der J er twistjacobimatrisen som de�nert i ligning 	����
� projisere en twist � � T �

K�ortogonalt ned p�a kolonnerommet til J � If�lge 	�����
 er�

R�J� � span f��� � � � � �n�g � T

Vi de�nerer derfor

P T
�
� PR�J	 � JJ

y
K �������

P T vil projisere en twist � � T � K�ortogonalt ned p�a T �

En geometrisk tolkning av dette vil v�re� P T� � T er den twisten som er n�rmest den
m	alte twisten � � T � if�lge K
normen� �DeShutter og Bruyninckx ����

P T er en type kinestatisk �lter og kalles et twist
�lter �Doty� Melchiorri og Bonivento ����
�
RfP Tg de�nerer mulige retninger griperen kan ha hastighet uten 	a deformere kontakt

�aten� S� Vi f	ar derfor f�lgende uttrykk for �fri �twist of freedom��

�fri
�
� P T� � RfP Tg �������

Det f�lger da at twist
�lteret �I��� 
 P T � bestemmer de twistene som deformerer S� og
vi f	ar f�lgende uttrykk for �comp �twist of compliance��

�comp � �I��� 
 P T �� � RfP Tg
� �������

If�lge �Doty� Melchiorri og Bonivento ����
 har vi atRfP Tg � RfJJ
y
Kg � RfJg hvilket

vil si at �fri avhenger bare av J og er invariant i forhold til stivhetsmatrisen K� Vi har

ogs	a at RfP Tg
� � RfJJ

y
Kg

� � RfJ
y
Kg

� som betyr at �comp avhenger av stivhetsma

trisen K�

P
astand �
� Tfri og Tcomp er K�ortogonale rom �

Bevis�

K��fri� �comp� � �TfriK�comp

� �TP T
TK�I��� 
 P T ��

� �T�P T
TK 
 P T

TKP T ��

Setter inn ligning ��������

K��fri� �comp� � �
T


�J
y
K�

TJTK 
 �J
y
K�

TJTKJJ
y
K

�
�
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Vi setter inn sammenhengene�

J
y
K � �JTKJ���JTK

�J
y
K�

T � KJ�JTKJ��� da JTKJ er symmetrisk

og f	ar�

K��fri� �comp� � �T
n
KJ�JTKJ���JTK


KJ�JTKJ���JTKJ�JTKJ���JTK
o
�

K��fri� �comp� � �TKJ
n
�JTKJ���


 �JTKJ���JTKJ�JTKJ���
o
JTK�

Vi de�nerer den symmetriske matrisen Q
�
� �JTKJ�� Q er inverterbar da J har full

kolonnerang� Dette gir oss�

K��fri� �comp� � �TKJ
n
Q�� 
Q��QQ��

o
JTK�

� �TKJ ���� J
TK�

Dette gir oss f�lgende resultat�

K��fri� �comp� � �� Tfri og Tcomp er K
ortogonale

�

��� Dynamisk modell for robotmanipulator

Anvendelse av Euler
Lagrange ligningen gir en dynamisk modell for en n
leddet robot

manipulator p	a formen �Spong og Vidyasagar ����
�

D�q�"q  C�q� �q� �q  g�q� � � �������

der

� q � �q�� � � � � qn

T er en vektor av leddvariable� dimfqg��n � ��

� D�q� er manipulatorens treghetsmatrise� dimfDg��n � n�

� C�q� �q� �q er en vektor av coriolis�sentrifugal
krefter�
dimfCg��n � n�

� g�q� er en vektor av tyngdekrefer�momenter� dimfgg��n � ��

� � er en vektor av leddmomenter� dimf�g��n � ��
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Hvis manipulatorens griper er i kontakt med omgivelsene f	ar modellen formen�

D�q�"q  C�q� �q� �q  g�q� � � 
 J�q�f �������

der

� J�q� er maniplulatorens jacobimatrise

� f er kontaktkraften

En viktig egenskap ved disse modellene som vi skal f	a bruk for senere er

Teorem �
� Matrisen �D�q�
 �C�q� �q� er skjevsymmetrisk� �

Bevis�
Se for eksempel �Spong og Vidyasagar ����
� �

En annen egenskap med modellen som vi vil f	a bruk for i stabilitetsbevis er�

P
astand �
��
�D � C  CT �������

�

Bevis�

�D 
 �C � 
 �D  �CT da D er symmetrisk

� �D � �C  �CT

�D � C  CT q�e�d� �������

�

Vi vil ogs	a f	a bruk for 	a kunne �nne en begrensning p	a matrisen C�

Teorem �
� kC�q� �q�k er line�r i k �qk og begrenset� det vil si�

kC�q� �q�k � kCk �qk �������

�

Bevis�
Uttrykket for C�q� �q� � fcij�q� �q�g er gitt ved �Spong og Vidyasagar ����
�

cij �
nX

k��

�

�

�
�dij

�qk
 
�dik

�qj


�dkj

�qi

�
�qk �������

der D�q� � fdijg og i� j � �� � � � � n og cij er de s	akalte Christo�el symbolene� Siden D er

manipulatorens treghetsmatrise er den begrenset i q og det er ogs	a matrisen �D
�q � Vi ser

da av ligning ������� at cij er begrenset i q og line�r i �q� Det f�lger da at det eksisterer
en konstant kC slik at kC�q� �q�k � kCk �qk �



KAPITTEL �� TEORETISK GRUNNLAG ��

��� Oppgavekoordinater

N	ar manipulatoren er i kontakt med omgivelsene� som er tilfellet i kraftstyring� er det mer
hensiktsmessig 	a beskrive dynamikken i oppgaverommet �Khatib ����
� Manipulatorens
tilstand blir n	a beskrevet av en vektor x som inneholder griperens kon�gurasjon� Vi
trenger en sammenheng mellom q og x�

x � f�q� �������

der f��� beskriver manipulatorens foroverkinematikk� Vi har videre sammenhengen�

�x �
�f �q�

�q
�q � J�q� �q �������

"x � �J�q� �q  J�q�"q �������

Der J�q� er manipulatorens geometriske Jacobimatrise� Denne m	a ikke forveksles med
twistjaboimatrisen� J � de�nert i ligning ������� Vi har n	a f�lgende uttrykk for �q og "q�

�q � J���q� �x �������

"q � J���q�"x
 J���q� �J�q�J���q� �x �������

Setter s	a inn ligningene ������� og ������� i modellen ��������

D�q�J��"x
D�q�J�� �JJ�� �x C�q� �q�J�� �x g�q� � � 
 JTf �������

Vi innf�rer n	a notasjonen

� D�x� � J�T �q�D�q�J���q�

� C�x� �x� � J�T �q�C�q� �q�J���q�
 J�T �q�D�q�J���q�� �z �
D�x	

�J�q�J���q�

� g�x� � J�T �q�g�q�

� u � J�T �q��

Dette gir oss f�lgende dynamiske modell �

D�x�"x C�x� �x� �x g�x� � u
 f �������

Denne modellen vil vi bruke for	a beskrive en manipulator med kun tre translasjonsledd�
slik at x er griperens posisjon i R� � For en manipulator med �DOF vil vi bruke modellen�

D�T � ��  C�T ����  g�T � � u
w �������

Der T � SE��� beskriver griperens posisjon og orientering� og � � se��� er en hastighets

skrue som beskriver griperens vinkel
 og translasjonshastighet� Merk at den samme no

tasjonenD brukes for de forskjelligematriseneD�x��D�q� ogD�T �� Det samme gjelder
for C og g�
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Teorem �
� Egenskapen i teorem 	��

 gjelder ogs�a n�ar den dynamiske modellen er ut�
trykt i oppgavekoordinater� �

Bevis�
Vi deriverer D�x� etter produktregelen�

�D�x� � �J
�T
D�q�J��  J�T �D�q�J��  J�TD�q� �J

��
�������

Trekker fra uttrykket for �C�x� �x� og f	ar�

�D�x�
 �C�x� �x� � �J
�T
D�q�J��  J�TD�q� �J

��
 �J�TD�q�J�� �JJ��

 J�T
�
�D�q�
 �C�q� �q�

�
J�� �������

For 	a rydde opp i dette trenger vi sammenhengen J��J � In�n
Derivasjon av dette gir �J

��
J  J�� �J � �n�n og vi f	ar f�lgende uttrykk for �J �

�J � 
J �J
��
J �������

������� kan n	a forenkles til�

�D�x�
�C�x� �x� � �J
�T
D�q�J��
J�TD�q� �J

��
 J�T � �D�q�
�C�q� �q��J�� �������

Transponerer ������� og f	ar

�
�D�x�
 �C�x� �x�

�T
� J�TD�q� �J

��

 J�TD�q� �J

��
 J�T

�
�D�q�
 �C�q� �q�

�
J��

�������
Hvis vi sammenligner ligningene ������� og ������� ser vi �

�D�x�
 �C�x� �x� � 

�
�D�x�
 �C�x� �x�

�T
�������

�

Det f�lger 	apenbart at sammenhengen ������� ogs	a gjelder i oppgavekoordinater�
I stabilitetsbevisene vil vi f	a bruk for 	a �nne �vre begrensninger p	a leddene i den dy

namiske modellen� og vi vil derfor utlede hvordan vi kan �nne en begrensning p	a coriolis

matrisen�

Teorem �
	 For en dynamisk robotmodell i oppgavekoordinaterfor der x betegner griper�
posisjon i R� vil kC�x� �x�k v�re line�r i k �xk og begrenset� Det vil si�

kC�x� �x�k � k�Ck �xk �������

�
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Bevis�
Fra ligningen for C�x� �x� har vi�

kC�x� �x�k �
���J���q����� �kC�q� �q�k ���J���q���� kD�q�k ��� �J�q����� �������

Hvis vi antar at manipulatoren er i en ikke
singul�r kon�gurasjon har vi f�lgende be

grensning p	a

���J���q�����
� �

���J���q���� � �� �� �������

der �� er nedre singul�rverdi til J�q� Vi setter inn ������� og ������� i ������� og f	ar�

kC�x� �x�k � ���

�
kck �qk ��kD�q�k

��� �J�q����� �������

D�q� er begrenset i q og �J�q� er begrenset i q og line�r i �q� Det vil si�

kD�q�k �M og
��� �J�q���� � N k �qk �������

Vi f	ar dermed

kC�x� �x�k � ���

�
kC
���J���q���� k �xk ��MN

���J���q���� k �xk� �������

som kan skrives
kC�x� �x�k � k�Ck �xk der k�C

�
� ���kC  ���MN �������

�

N	ar robotmodellen er gitt som i ligning ������� vil vi ogs	a ha en slik begrensning�

Teorem �
� For en dynamisk robotmodell i �DOF vil coriolis�matrisen v�re �vre be�
grenset� �

Bevis�

C�T ��� � J�T �q�C�q� �q�J���q�
 J�T �q�D�q�J�� �J�q�J���q� �������

Siden den euklidske norm av � ikke eksisterer� �nner vi en begrensning i �q�

kC�T ���k � Cmax der Cmax �
�
���kC  ���MN

�
max fk �qkg �������

�

��	 Lyapunovteori

Vi vil her gi en kort innf�ring i Lyapunovstabilitet for uline�re systemer� Referanser for
dette kapittelet er �Spong og Vidyasagar ����
 og �Vidyasagar ����
� Anta at vi har et
uline�rt system p	a Rn gitt ved�

�x � f�x� �������
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og at dette systemet har et singul�rt punkt i origo slik at f��� � �� Hvis det aktuelle
systemet ikke har et singul�rt punkt i origo� men et singul�rt punkt x
� kan det alltid
utf�res et koordinatskifte p	a Rn slik at origo blir det singul�re punkt�

De�nisjon �
�	 Origo er et stabilt singul�rt punkt hvis

�� � � 	���� t
� j kx�t
�k � ���� t
�� kxk � � �t � t


�

De�nisjon �
�� Origo er et asymptotisk singul�rt punkt hvis det er stabilt og i tillegg�

lim
t��

kx�t�k � �

�

De�nisjon �
�� La V �x� � Rn � R v�re en funksjon av klasse C� som er de�nert i en
omegn av origo� Hvis V er positiv de�nitt� det vil si

V �x� � � �x �� � og V ��� � �

er V �x� en Lyapunovsfunksjonskandidat 	LFK
 for systemet 	�����
� �

Teorem �
� Hvis det eksisterer en LFK for systemet 	�����
 slik at

�V �x� � � �x �� ��

det vil si den tidsderiverte av V �x� langs systemets l�sningstrajektorer er negativ for alle
x �� �� er origo et asymptotisk stabilt singul�rt punkt� �

Det kan v�re vanskelig 	a �nne en LFK som oppfyller �V �x� � � �x� Istedet vil det ofte
v�re mulig 	a �nne en LFK der �V �x� � � �x� Asymptotisk stabilitet kan allikevel vises
hvis V �x� oppfyller LaSalles teorem som lyder�

Teorem �
� Hvis det eksisterer en LFK for systemet 	�����
 og �V �x� � � �x s�a er origo
et asymptotisk stabilt singul�rt punkt hvis x � � er den eneste l�sningen til �V � � �

��
 Lyapunovfunksjoner med kryssledd

For stabilitetsanalyse av et dynamisk system vil en energibasert LFK� V � typisk ha en
derivert� �V � som er negativ semide�nitt� For 	a omg	a dette kan man bruke en vektma

trise P som inneholder ikkediagonale elementer� heretter kalt kryssledd �se for eksempel
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�Koditschek ����
 og �Arimoto og Miyazaki ����
�� Bruk av kryssledd i en energibasert
LFK kan f�re til at �V blir negativ de�nitt i en omegn om origo� og ikke bare seminegativ
de�nitt �Koditschek ����
� Dette gj�r at vi unng	ar bruk av LaSalles teorem� Vi skal n	a
se p	a sammenhengen mellom kryssledd i en energibasert LFK og en variabel av typen

m � x � �x �������

Vi betrakter en LFK av typen

V �
�

�
zTPz �������

der

z �

�
�� �x
x

s

�
�� og P �

�
�� D �D �
�D KP  �KD KI

� KI �KI

�
��

som er brukt i �Arimoto og Miyazaki ����
 for 	a studere stabilitet av PID
regulering av
robotmanipulator med kontaktkraft� En lignende LFK brukes ogs	a i
�Chiaverini og Siciliano ����
 og �Chiaverini� Siciliano og Villani ����
� Vi ser at �������
kan skrives p	a formen�

V �
�

�

�
�x
x

	T�
D �D

�D �KD

	�
�x
x

	
 
�

�

�
x

s

	T�
KP KI

KI �KI

	�
x

s

	
�������

Vi utf�rer n	a en similaritetstransformasjon p	a vektmatrisene i ������� slik at disse blir
diagonale� Dette gir oss�

V �
�

�

�
�x �x

x

	T�
D �
� �KD 
 ��D

	�
�x �x

x

	
�������

 
�

�

�
x K��

P KIs

s

	T�
KP �
� �KI 
KIK

��
P KI

	�
x K��

P KIs

s

	

Som vi ser har vi n	a omformet V til en sum av to kvadratiske former i variabler av
typen m� Det er tydlig at slike variabler fremkommer n	ar vi diagonaliserer en LFK med
kryssledd�
Kravet om at V skal v�re positiv de�nitt gir oss n	a enkelt�

��

D
�
�KD 
 ��D

�
� �

� D � �� � � �

KD � �D �������

��

KP

�
�KI 
KIK

��
P KI

�
� �

� KI �KP � �

�I��� � KIK
��
P

KI � �KP �������
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HvisKP �KI ogKD er regulatorparametrefor en PID
regulator ser vi at vi har f	att krav
som m	a stilles til disse for at systemet skal v�re stabilt� I tillegg kommer naturligvis
kravet �V � � som vil v�re avhengig av systemet vi analyserer�

��� Regulering og stabilitetsanalyse p�a SE���

Vi skal i dette kapittelet se p	a en metode for 	a analysere stabiliteten til dynamiske
systemer de�nert p	a SE���� I v	art tilfelle er det kon�gurasjonen til griperen p	a en
robotmanipulator som skal analyseres� Robotens dynamiske modell er gitt ved�

D�T �B ��  C�T � B��B�  Bg�T � � Bu
 Bw �������

der

� � � se��� er griperens hastighetsskrue �twist��

� T �

�
IRB

I
IpBI

�T �

	
� SE��� beskriver griperens orientering og posisjon�

� D�T � � R
��� er manipulatorens treghetsmatrise�

� C�T � B�� � R
��� er en matrise av sentripetal
 og coriolis
ledd�

� Bg�T � � R
� er en vektor av tyngde
krefter og 
momenter�

� Bw � se���� er en vektor av ytre momenter og krefter�

� Bu � R
� er p	adrag fra regulatoren�

For 	a f	a et enkelt system 	a analysere bruker vi her en uline�r regulator gitt ved�

u � D�T �M��
d 'u C�T ���  g�T �  w �������

der M d er en �nsket treghetsmatrise og 'u er et nytt p	adrag� Regulatoren ������� re

duserer dynamikken ������� til�

M d �� � 'u �������

Hvis vi velgerM d � I��� f	ar vi det dekoblede systemet��
��
�v

	
�

�
'uR

'uP

	
�������

der indeksene R og P st	ar for henholdsvis rotasjon og posisjon� M	alet er	a styre griperens
kon�gurasjon� T � SE��� til en konstant referanseverdi gitt ved�

T d �

�
Rd pd
�T� �

	
� SE��� �������

slik at denne tilstanden er stabil� Vi vil n	a se p	a rotasjonsdelen og posisjonsdelen av
systemet hver for seg�
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��	�� Posisjonsdelen

For posisjonen har vi den kinematiske ligningen

�p � v �������

der p
�
� Bp og v

�
� Bv� Dynamikken er gitt ved�

�v � 'uP �������

som f�lger av ligning �������� Vi de�nerer reguleringsavviket 'p � pd 
 p slik at �'p � 
 �p
og "'p � 
"p� Vi velger 	a regulere med en regulator med PD
struktur� Regulatoren er gitt
ved�

'uP � KDP
�'p KPP 'p

'uP � 
KDP �p KPP 'p �������

der regulatorparameterene er gitt ved�

KDP � kDPI���

KPP � kPPI���

I lukket sl�yfe f	ar vi n	a feildynamikken�

"'p kDP �'p kPP 'p � �� �������

Vi ser at kDP og kPP kan velges slik at 'p � �� er en stabil likevekttilstand� Vi skal ogs	a
p	avise stabilitet ved 	a bruke Lyapunovs metode med en kvadratisk form med kryssledd
som LFK som beskrevet i kapittel ���� Vi velger en energibasert LFK p	a formen�

VP �
�

�

�
�'p
'p

	T�
I��� �I���
�I��� KPP  �KDP

	�
�'p
'p

	
�������

Der � er en positiv skalar� Diagonalisering av vektmatrisen gir�

VP �
�

�

�
�'p �'p
'p

	T�
I��� ����
���� KPR  �KDR 
 �I���

	�
�'p �'p
'p

	
�������

Vi ser at for at V skal v�re positiv de�nitt kreves�

KPP � ��I��� 
 �KDP �������

Utregning av �VP gir oss�

�VP � 
 �'p
T
KDP

�'p
 �'p
T
KPP 'p � �'p

T �'p
 �'pTKDP
�'p


�'pTKPP 'p 'p
TKPP

�'p �'pTKDP
�'p �������

som kan forenkles til

�VP � 
 �'p
T
�KDP 
 �I���� �'p
 �'pTKPP 'p �������

For at �V skal v�re negativ de�nitt kreves n	a

KDP � �I��� og KPP � ���� �������

siden � ikke inng	ar i regulatoren kan denne velges fritt� og kravene ������� og ������� kan
oppfylles og posisjonsdelen av systemet er dermed lokalt asymptotisk stabilt�
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��	�� Rotasjonsdelen

For orienteringen til griperen har vi f�lgende kinematiske di�erensialligning�

�R � RS��� �������

der R
�
� IRB

I og �
�
� B�B�I � Dynamikken er gitt ved�

�� � 'uR �������

som f�lger av ligning �������� For enkelhets skyld setter vi orienteringsreferansen Rd �
I���� Vi de�nerer '� � �d
� og �d � �� slik at '� � 
� og �'� � 
�� Vi parametriserer
R � SO��� med eulerparametrene som beskrevet i kapittel ������ Det vil si R � R	�
 der
� og � oppfyller de kinematiske di�erensialligningene gitt i ������ Vi velger ogs	a her en
regulator med en PD
struktur�

'uR � KDR '� 
KPR�

'uR � 
KDR� 
KPR� �������

der regulatorparameterene er gitt av

KDR � kDRI���

KPR � kPRI���

I lukket sl�yfe f	ar vi dynamikken�

�'�  KDR '� 
KPR� � �� �������

For 	a vise stabilitet av rotasjonsdelen av systemet bruker vi en LFK foresl	att i
�Wen og Kreutz ����
�

VR �
�

�
�T�  ��T�  �kPR  �kDR�

�
�T� �� 
 ���

�
�������

Der � er en positiv skalar som kan velges fritt� VR kan skrives p	a matriseform�

VR �
�

�

�
�� �

�

�
 �

�
��
T ��� I��� �I��� ��

�I��� ��kPR  �kDR�I��� ��
�T� �T� ��kPR  �kDR�

�
��
�
�� �

�

�
 �

�
�� �������

Vi ser at VR er positiv de�nitt for alle kPR og kDR forutsatt at � velges slik at

� � �kDR  
�kPR
�

�������

Den deriverte av denne LFK langs systemets l�sningstrajektorer blir�

�VR � �T ��  � ��T�  ��T ��  ��kPR  �kD�
�
�T ��  �� 
 �� ��

�
�VR � 
kDR�

T� 
 kPR�
T�
 kDR�

T� 
 kPR��
T�  

�

�
��T�  �kPR  �kDR���

T�


�kPR  �kDR���
T�  �kPR  �kDR��

T� �������
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Vi �nner av dette en �vre begrensning p	a �V ved�

�VR � 


�
kDR 


�

�

�
�T� 
 kPR��

T� �������

Vi ser at �V er negativ de�nitt for alle kPR og kDR hvis � velges slik at�

� � �kDR �������

Av ligningene ������� og ������� ser vi at ������� impliserer �������� Rotasjonsdelen av
systemet er dermed lokalt asymptotisk stabil forutsatt at ������� er oppfylt�
Det er i litteraturen foresl	att andre mulige regulatorer for 	a styre rotasjonsdelen av sys

temet� Se for eksempel �Wen og Kreutz ����
 og �Egeland ����
� Disse regulatorene
innb�rer blant annet tilbakekobling fra eulerrotasjonen og Euler
Rodriguez
parameteren�
Stabiliteten av disse regulatorene kan analyseres p	a tilsvarende m	ate som ovenfor�

��	�� Konklusjon

Utfra resultatene i kapittlene ����� og ����� konkluderer vi med at stabilitet p	a SE���
kan analyseres ved hjelp av Lyapunovs metode n	ar R � SO��� parametriseres med
Eulerparameterene ��� ���
Bruken av kryssledd i Lyapunovfunksjonskandidatene ������� og ������� medf�rer at vi
kan p	avise lokal asymptotisk stabilitet� Det vil si�

R p

�T� �

	
� SE��� ��

�
Rd pd
�T� �

	
� SE��� asymptotisk �������

Det m	a nevnes her at siden R � Rd � � � �� � � � �� vil vi f	a to likevektspunkter
der � � 
� vil representere et ustabilt likevektspunkt og � � � vil representere et stabilt
likevektspunkt� En n�rmere analyse av denne stabiliteten er foretatt i �Egeland ����
�



Kapittel �

Parallell Kraft�posisjonsstyring i �
DOF

Vi vil her prestentere den parallelle kraft�posisjon styringen som er utviklet i
�Chiaverini og Siciliano ����
 og �Chiaverini� Siciliano og Villani ����
� F�rst vil vi ut

lede en total modell for robotmanipulator� regulator og kontaktkraft� og s	a vil vi ved
hjelp av Lyapunovs metode �nne krav til regulatorparametrene for at systemet skal v�re
asymptotisk stabilt� Vi de�nerer f�lgende koordinatsystemer�

� Basesystem� I

� Gripersystem� B

��� Dynamisk robotmodell

Vi betrakter n	a en robotmanipulator med tre ledd og med en dynamisk modell gitt i
oppgavekoordinater� I� �se kap ���� ved�

D�x�"x C�x� �x� �x g�x� � u
 f �����

der x betegner griperens posisjon i rommet� u er p	adrag fra regulatoren og f er kontak

tkraft som f�lge av interaksjon med omgivelsene� Alle disse vektorenne er dekomponert
i I�

��� Modell av kontaktkraft

Vi antar at ����� er den dynamiske modellen til en ikke
redundant manipulator uten
singulariteter� Kraften fra manipulatoren p	a omgivelsene modelleres som en fj�rkraft�

f �K�x
 x
� �����

��
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der

� K er en konstant f� � �g symmetrisk stivhets
matrise som kan sees p	a som en
line�r mapping mellom x og f

� x er koordinatene til kontaktpunktet

� x
 er et punkt i kontaktplanet som er i ro

x�

S

f

n
x

p�
p�

Figur ���� Kontaktkraft

Vi har at kontaktkraften er ortogonal til kontaktplanet� S� for enhver vektor �x 
 x
��
Dette er illustrert i �gur ���� Dette betyr at

rang�K� � r � � �����

som impliserer at
dimfR�K�g � � �����
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der R�K� er kolonnerommet til K� Videre er en basis for R�K� gitt av n som er en
enhetsnormal til S� Det vil si�

R�K� � spanfng �����

Dimensjonen til R�K�� er gitt som

dimfR�K��g � �
 r � � �����

og en basis for R�K�� er gitt av enhetsvektorene p� og p� som er line�rt uavhengige og
tangenter til S� Det vil si�

R�K�� � spanfp��p�g �����

Matrisen K kan n	a skrives som
K � knnT �����

der k er stivhetskoe(sienten i retningen gitt av n� Siden K er symmetrisk� det vil si
K �KT har vi f�lgende sammenhenger som gjelder for nullrommet til K�

R�KT� � N �K�� � R�K� �����

og
N �KT� � R�K�� � N �K� ������

Av dette f�lger�
R�K�� � N �K�� ������

Det vil si R�K� og N �K� er ortogonale komplementer og f�lgelig er

R�K��N �K� � R
� ������

slik at
span fp��p��ng � R

� � ������

P	a grunn av denne symmetrien vil vi i det f�lgende ikke skille mellom R�K�� R�KT� og
N �K�� N �KT��
Siden K er av rang � eksisterer ikke den inverse� Istedet vil vi bruke en generalisert
invers� Vi henter f�lgende de�nisjoner fra �Samson ����
�

De�nisjon �
� Matrisen A� er en generalisert invers til A hvis

AA�A � A ������

�

De�nisjon �
� En matrise A� en re�eksiv generalisert invers til A hvis den er en gen�
eralisert invers og

A�AA� � A� ������

�
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P
astand �
� K� er en re�eksiv generalisert invers til K og er gitt ved�

K� �
�

k
nnT ������

�

Bevis�
Vi ser at KK�K � knnTnnT � knnT �K� Dermed har vi at K� er en generalisert
invers� Videre har vi at K�KK� � �

k
nnTnnT � �

k
nnT � K�� K� er dermed en

re�eksiv generalisert invers til K� q�e�d� �

Vi ser at
KK� �K�K � nnT ������

P
astand �
� Gitt vektorene a � R�K� og b � R�K�� der R�K�� � N �K�� For
matrisen nnT gjelder da�

nnT�a b� � a ������

�

Bevis�

a � R�K� � a � c�n � c� � R

b � N �K� � b � c�p�  c�p� � c�� c� � R

Vi har da at

nnT�a b� � nnT�c�n c�p�  c�p��

� c�nn
Tn c�nn

Tp�  c�nn
Tp�

� c�n

� a

siden nTn � � og nTp� � n
Tp� � � fordi n � p� � p�� P	astanden er dermed bevist� �

Siden
�
KKK�

�T
�K �KKK� og

�
KK�K

�
�K �KK�K ogK� er den re�ek


sive generaliserte inverse tilK har vi if�lge ligning ��
�� i �Doty� Melchiorri og Bonivento ����

at K� ogs	a er den K
vektede pseudoinverse til K som de�nert i ligning �������� Det vil
si�

K� �K
y
K ������

Matrisen KK
y
K � nn

T kalles i f�lge �Doty� Melchiorri og Bonivento ����
 et �lter fordi�

KK
y
K�a b� � a� � a � R�K�� b � R�K�

� � N �K� ������
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��� Parallell regulering i � DOF

����� PID
regulator

Vi skal n	a presentere en regulator for systemet ������ De konstante referansene manipu

latoren skal f�lge er gitt ved�

Posisjon � xd � R
�

Kraft � f d � R
�

Reguleringsavvikene de�neres ved�

� Posisjon�
)x � xd 
 x ������

� Kraft�
)f � fd 
 f ������

For 	a regulere systemet ����� foresl	aes det i �Chiaverini og Siciliano ����
 og
�Chiaverini� Siciliano og Villani ����
 en regulator med PD
virkning p	a posisjon� PI
virkning
p	a kraft� tyngdekraftskompensasjon og foroverkobling fra kraftreferanse� Dette gir oss
f�lgende regulatorstruktur�

u � 
KD �x Kp)x g�x�  fd  KF)f  KI

Z T



)fd� ������

Det er viktig 	a legge merke til at regulatoren ikke krever noe kjennskap til stivheten� k�
Regulatorparameterene er av formen �

� KD � kDI��� � R
���

� KP � kPI��� � R
���

� KF � kFI��� � R
���

� KI � kII��� � R
���

����� Stasjon�re tilstander

EttersomK er en projeksjon inn i R�K� vil kontaktkraften� f � alltid ligge i R�K�� Den
eneste muligheten for 	a f	a null avvik i kraft er derfor 	a velge f d � R�K��
Vi skj�nner n	a at vi kan ha null avvik i posisjon kun i planet utspent av p� og p�� mens
komponenten i retningen n brukes til 	a oppn	a �nsket kraft� Det er derfor ikke mulig 	a
ha null avvik i b	ade kraft og posisjon� s	afremt ikke xd � N �K� og f d � ��
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P
astand �
� De stasjon�re tilstandene for system 	
��
 med regulator 	
��

 blir�

f� �K�x� 
 x
� � f d ������

x� �K
��fd  Kx
�  �I 
K

�K�xd ������

Som vi ser betyr dette at vi f�ar et stasjon�rt avvik i posisjon� mens vi f�ar perfekt regulering
i kraft�

Bevis�
Stasjon�rt har vi at Z t��



)fd�

er konstant� Dette betyr at

)f� � f d 
 f� � � � f� � f d ������

som beviser ligning �������
Vi har n	a �

f d � K�x� 
 x
�

Kx� � fd  Kx
 ������

Premulitiplikasjon med K� gir

K�Kx� �K
��f d  Kx
� ������

If�lge p	astand ��� har vi�
K�Kx� � R�K� ������

Vi ser n	a p	a modellen ����� med regulatoren ������ under stasjon�re forhold� det vil si

D�x��"x� C�x�� �x�� �x� g�x�� �KP)x� g�x��  K
�
F)f� KI

Z �


)f�d�

������
der K �

F �KF  I��� og �x� � "x� � �� Vi setter inn ������ i ������� kanselerer tyngden
og f	ar�

KP)x�  KkI

Z �


�x� 
 x
�d� � � ������

Premultipliserer s	a ������ med �I 
K�K� og f	ar�

�I 
K�K�KP)x� � � ������

siden
�I 
K�K�KkI

Z �


�x� 
 x
�d� � ����� ������

Forkorting av KP i ligning ������ gir oss

�I 
K�K�x� � �I 
K
�K�xd� ������
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If�lge p	astand ��� har vi

�I 
K�K�x� � �I 
K
�K�xd � R�K�

� � N �K� ������

Vi adderer ������ og ������ og f	ar�

K�Kx�  �I 
K
�K�x� �K

��f d  Kx
�  �I 
K
�K�xd ������

Vi stryker like ledd og f	ar til slutt

x� �K
��f d  Kx
�  �I 
K

�K�xd � R�K��N �K� � R
� ������

og ligning ������ er dermed bevist� �

��� Totalmodell for manipulator
regulator

Vi vil n	a bringe systemet best	aende av manipulatormodellen ����� og regulatoren ������
p	a formen �z � Fz for 	a analysere stbiliteten�
Vi de�nerer n	a st�rrelsen�

e � x� 
 x ������

Siden x� er konstant har vi
�e � 
 �x ������

Vi trenger n	a en del sammenhenger mellom e og de andre st�rrelsene for 	a bygge opp
tilstandsrommodellen�
Hvis vi setter ������ inn i ������ f	ar vi�

e �K��f d  Kx
�  �I 
K�K�xd 
 x ������

Dette kan omformes til�

e �K�f d 
K
�f  �K�K 
 I�x �I 
K�K�xd ������

som gir�
e � �I 
K�K�)x K�)f ������

Dette uttrykket kan vi omforme videre�

e � )x
K�K)x K�)f

e � )x  K��)f 
K)x�

e � )x  K��
Kxd  Kx f d 
Kx Kx
�

e � )x  K��f d  K�x
 
 xd��

e � )x  K��
P d ������
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der
d �KPK

��fd  K�x
 
 xd�� ������

Hvis vi ganger ligning ������ med K�K f	ar vi f�lgende sammenheng mellom e og )f �

K�Ke �K�K�I 
K�K�)x K�)f ������

der K�K�I
K�K� � � fordiK� er en re�eksiv generalisert invers� �Se de�nisjon����
Dermed har vi�

K�Ke �K�)f ������

Vi setter n	a regulatoren ������ inn i modellen ����� og f	ar ligningen�

"x �D��

�

�C  KD� �x KF)f  KP)x f d 
 f  KI

Z T



)fd�

	
������

Vi benytter n	a
fd 
 f �Kx� 
Kx
 
Kx Kx
 �Ke ������

og ligning ������ og f	ar�

"x � D���
�C  KD� �x KF)f  KP)x K)x

 KK��
P d KI

Z T



)fd�


"x � D���
�C  KD� �x KFK�x� 
 x
�
KFK�x� 
 x�

 Kpxd 
Kpx Kxd 
Kx KK��
P d KI

Z T



)fd�


"x � D���
�C  KD� �x KFKe KPe
KPx�  KPxd

 Kxd 
Kx KK��
P d KI

Z T



)fd�
 ������

Vi legger n	a til og trekker fra Ke og benytter lign ������ igjen�

"x � D���
�C  KD� �x �k
�
FK  KP �e
Kxd  Kx
KK��

P d


KPx�  KPxd  Kxd 
Kx KK��
P d KI

Z T



)fd�


"x � D���
�C  KD� �x �k
�
FK  KP �e  KP �xd 
 x��

 KI

Z T



)fd�
 ������

Der
k�F

�
� kF  � ������

Vi ser n	a litt n�rmere p	a leddet KP �xd 
 x���

KP �xd 
 x�� � KP �xd 
K
��f d  Kx
�
 �I 
K�K�xd�

� KP �
K
��fd  Kx
�  K

�Kxd�

� 
KPK
��fd  Kx
 
Kxd�

� 
KPK
��fd  K�x
 
 xd�

� �d ������
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Vi har alts	a f	att en ny ligning for d�

d � 
KP �xd 
 x�� ������

Vi ser av ligning ������ at d � R�K� og vi kan derfor skrive �

d � nnTd �KK�d ������

som f�lger av p	astand ���� Ved hjelp av samme resonnement har vi�

)f �KK�)f ������

Vi setter s	a inn dette i lign ������ og f	ar�

"x �D��

�

�C  KD� �x �k

�
FK  KP �e
KK�d KI

Z T



KK�)fd�

	
������

Vi de�nerer n	a en ny skalar tilstand s som inneholder integraldelen av regulatoren�

s � nT

�Z T



K�)fd� 
K��

I K
�d

�
������

�s � nT�K�)f� � nTK�)f � nTK�Ke � nTe ������

Ligningene ������� ������ og ������ beskriver n	a det totale systemet�

"x � 
D���C  kDI� �x D
���kPI  k�Fknn

T�e kID
��kns

�e � 
 �x

�s � nTe ������

Vi de�nerer n	a den �
dimensjonale tilstadsvektoren z�

z �

�
�� �x
e

s

�
�� ������

slik at systemet kan skrives p	a formen�

�
�� "x�e
�s

�
�� �

�
�� 
D

���C  kDI� D���kPI  k�Fknn
T� kID

��kn


I��� ���� �
�T �T �

�
��
�
�� �x
e

s

�
�� ������

�z � Fz ������

Dette systemet skal vi studere stabiliteten av i kapittel ��
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Stabilitetsanalyse i � DOF

��� Valg av LFK

For 	a vise asymptotisk stabilitet av system ������ bruker vi Lyapunovs metode�
�Chiaverini og Siciliano ����
 foresl	ar en energibasert Lyapunovfunksjonskandidat �LFK�
av formen�

V �
�

�
zTPz �����

hvor

P �

�
�� D 
�D ��

�D �kP  �kD�I  k�Fknn

T kIkn

�T� kIkn
T �kIk

�
�� og z �

�
�� �x
e

s

�
�� �����

� er her en vilk	arlig positiv konstant�

��� Beregning og begrensning av V

Vi vil her �nne krav som m	a stilles til regulatorparametrene for at V skal v�re positiv
de�nitt� Vi spalter opp den kvadratiske formen ����� i tre kvadratiske former slik at�

V �
�

�

��
�
�
�x
e

	T�
D 
�D

�D �KD

	�
�x
e

	
 

�
e

s

	T�
K �

FK kIkn

kIkn
T �kIk

	�
e

s

	
 eTKPe

��
�
�����

Vi gj�r nytte av sammenhengen ������ og metoden med diagonalisering av vektmatrisene
fra kapittel ��� og transformerer ����� til�

V �
�

�

�
�x
 �e

e

	T �
D ����
���� �KD 
 ��D

	
� �z �

Ai

�
�x
 �e

e

	

��
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k

�

�
�s kI

k�
F

s

s

	T �� k�F �

� �kI 

k�
I

k�
F

�
�

� �z �
Aii

�
�s  kI

k�
F

s

s

	
 
�

�
eTKPe �����

For at V skal v�re positiv de�nitt m	a de tre koe(sientmatrisene i ����� v�re positiv
de�nitte� Dette gir oss f�lgende krav til regulatorparametrene�

� Matrisen Ai

D
�
�KD 
 ��D

�
� �

KD � �D �����

� Matrisen Aii

k�F

�
�kI 


k�I
k�F

�
� �

k�F �
�

�
kI �����

� Matrisen KP

KP � � �����

��� Beregning og begrensning av �V

Vi trenger 	a se p	a den tidsderiverte av ����� langs l�sningstrajektorer av �������

�V � zTP �z  
�

�
zT �Pz � zTPFz  

�

�
zT �Pz �����

der

PF �

�
� ��C � kDI� � �D kP I � k�

F
knnT kIkn

��C � kDI�� �kP � �kD�I � k�

F
knnT ���kP I � k�

F
knnT� � kIknn

T
��kIkn

�kIkn
T �kIkn

T �

�
�
�����

og

�P �

�
��

�D 
� �D ��

� �D ���� ��
�T� �T� �

�
�� ������

Ved bruk av p	astandene ��� og ���� kan ����� forenkles til�

�V � 
 �xT�kDI 
 �D� �x
 �eTCT �x
 eT��kPI  ��k
�
F 
 kI�knn

T�e ������
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For at vi skal kunne bestemme krav til regulatorparametrene slik at �V skal bli negativ
de�nitt� m	a vi beregne en �vre begrensning for �V � Vi antar at initialverdien til feilen e
er �vre begrenset� Alts	a �

ke���k � * �� ������

Dessuten benytter vi teorem ���� ligning ������ og 
mI��� � D � 
MI���� Dette gir oss�

�V � 
 �kD 
 �
M 
 �*kC�� �z �
ai

k �xk� 
 �kDkek
� 
 ��k�F 
 kI�� �z �

aii

� �s�� ������

For at �V skal v�re negativ semide�nitt� m	a regulatorparametrene oppfykke f�lgende krav�

� Koe�sienten ai

kD 
 �
M 
 �*kC � �

kD � �
M 
 �*kC ������

� Koe�sienten aii
�k�F � kI ������

� Koe�sienten �kD
kD � � ������

��� Konklusjon

Ved sammenligning av ������ og ����� ser vi at kravet ����� er over��dig� Dessuten er
����� og ������ oppfyllt per antagelse� Vi har ogs	a at ������ impliserer ������ Kravene p	a
regulatorparametrene for at V � � og �V � � blir da�

kD � �
M 
 �*

�k�F � kI ������

Vi m	a n	a ta hensyn til at ligning ������ tillater at �V kan bli lik null� Vi vil n	a bruke
LaSalles teorem for	a vise at systemet allikevel er asymptotisk stabilt� Vi ser av uttrykket
for �V � lign����� at �

�V � �� �x � e � �� �s � � ������

Og dessuten �
�x � � � "x � � ������

Vi setter dette inn i ligningen�

"x � 
D���C  kDI� �x D
���kPI  k�Fknn

T�e kID
��kns ������

og f	ar�
s � � ������
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Totalt gir dette�
�V � �� z � � ������

Vi har n	a at
�V � � �z �� � ������

Konklusjonen blir da at systemet er asymptotisk stabilt under betingelsene ������ if�lge
LaSalles teorem�



Kapittel �

Parallell Kraft�posisjonsstyring i �
DOF

��� Dynamisk robotmodell

Manipulatoren som skal studeres her er av generell type med seks ledd� Vi gj�r ingen
antagelser om robotens struktur� det vil si antall rotasjonsledd elller translasjonsledd�
Vi de�nerer f�lgende koordinatsystemer�

� Basesystem� I

� Gripersystem� B

Vi trasformerer robotens dynamiske modell i leddkoordinater �se for eksempel
�Spong og Vidyasagar ����
� til oppgavekoordinater ved hjelp av metoden i kapittel ����
Manipulatorens dynamiske modell gitt i oppgavekoordinater �system I� er da gitt av
f�lgende ligning�

D�T �I ��  C�T � I��I�  Ig�T � � Iu
 Iw �����

der

� T �

�
IRB

I
IpBI

�T �

	
� SE��� beskriver griperens orientering og posisjon�

� D�T � � R
��� er manipulatorens treghetsmatrise�

� C�T � I�� � R
��� er en matrise av sentripetal
 og coriolis
ledd�

� Ig�T � � R
� er en vektor av tyngde
krefter og 
momenter�

� Iw � se���� er kontektwrenchen�

� Iu � R
� er p	adrag fra regulatoren�

��
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I� er gitt av�

�T �

�
S�I�B�I�

IvB
�T �

	
T

I� �

�
I�B�I
IvB

	
� se���

Vi gj�r f�lgende forenklinger i notasjon�

� R
�
� IRB

I

� p
�
� IpBI

� �
�
� I�B�I

� v
�
� IvB

� �
�
� I�

��� Modell av kontaktkraft

Som vist i kapittel ����� deler vi griperens hastighetsskrue i en fri del og en kontakt
del�

� � �fri  �comp �����

der �fri og �comp er som gitt i ligning ��������
Vi de�nerer s	a en inkrementell for�ytning av griperen ved skruen x�� P	a koordinatform
f	ar vi�

x�
�
� Ix� �

�
I�
Id

	
� se���

P	a samme m	ate som for hastighetsskruen deler vi x� i to komponenter�

x� � x��fri  x��comp �����

Der x��comp antas 	a ligge i se���� Vi har n	a if�lge �DeShutter og Bruyninckx ����
 at

�x� � � 
 �omg

der �omg er twisten til omgivelsene� Vi antar som i �DeShutter og Bruyninckx ����
 at

�omg � ��� �����

Dette gir oss�
�x� � � � �fri  �comp � �x��fri  �x��comp �����

If�lge teorien i kapittel ����� mappes kontakttwisten x��com til en kontaktwrench av
stivhetsoperatoren� Eller p	a koordinatform�

w ��Kx��comp �����

der � og K er de�nert i kapittel �����
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��� Regulator

����� PID
regulator

Vi vil n	a foresl	a en regulator for systemet ����� etter m�nster av regulatoren for et
tilsvarende system i tre frihetsgrader presentert i �Chiaverini og Siciliano ����
 og
�Chiaverini� Siciliano og Villani ����
� Referansene systemet skal f�lge er�

Kon�gurasjon � T d �

�
IRB

I�d
IpBI�d

�T �

	
� SE���

Wrench � wd �

�
If d
Imd

	
� se����

Det vil si at manipulatoren skal f�lge konstante referanser for griper
posisjon og 
orientering
og konstante referanser for kontakt
kraft og 
moment� Forenkling av notasjon�

Rd
�
� IRB

I�d� pd
�
� IpBI�d� fd

�
� If d� md

�
� Imd

Vi de�nerer f�lgende reguleringsavvik�

� Posisjon�

'p
�
� pd 
 p �����

� Orientering�
'R
�
� RT

dR �����

� Wrench�
'w
�
� wd 
w �����

N	ar det gjelder orienteringsavviket ser vi at Rd � R � 'R � I���� Vi trenger en
parametrisering av orienteringsavviket for bruk i en tilbakekobling i regulatoren og velger
da 	a parametrisere med Eulerparametre �se kap �������

R � R	�
 og Rd � R	d�
d ������

Orienteringsavviket� 'R� kan da parametriseres som�

'R � RT
dR � R	d��
dR	�
 � R�	��
 ������

Vi bruker formelen for sammensatte rotasjoner� se kapittel ������ og f	ar f�lgende uttrykk
for '� og '��

'� � �d�  �
T
d � ������

'� � �d�
 ��d 
 S��d�� ������
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Vi trenger n	a et m	al p	a avviket i kon�gurasjon� og velger 	a de�nere dette som�

dT
�
�

�

'�
'p

	
������

Der de forskjellige fortegnene har sitt opphav i regulatorene for posisjon og orientering
i henholdsvis kapittel ����� og kapittel ������ Regulatoren er av type parallell wrench�
kon�gurasjon med PD
virkning p	a kon�gurasjon og PI
virkning p	a wrench� Dessuten
benytter vi foroverkobling fra wrenchreferanse og antatt perfekt tyngdekraftkompen

sasjon� Regulatoren har f�lgende form�

u � 
KD�  KPdT  wd  g�T �  KF 'w  KI

Z t



'w���d� ������

der regulatorparameterene er gitt p	a f�lgende form�

� KD � R
��� � KD � diagfKDR�KDPg

KDR�KDP � R
��� � derKDR � kDRI����KDP � kDPI���

� KP � R
��� � KP � diagfKPR�KPPg

KPR�KPP � R
��� � derKPR � kPRI����KPP � kPPI���

� KF � R
��� � KF � diagfKFR�KFPg

KFR�KFP � R
��� � derKFR � kFRI����KFP � kFPI���

� KI � R
��� � KI � diagfKIR�KIPg

KIR�KIP � R
��� � derKIR � kIRI����KIP � kIPI���

������

Det er viktig 	a legge merke til at regulatoren ������ ikke krever noe eksakt kunskap
om stivhetsmatrisen� K� og heller ingen informasjon om typen �punkt� linje eller �ate�
av kontakt� det vil si twistjacobimatrisen J � Dette er meget gunstige egenskaper ved
regulatoren hvis manipulatoren skulle st�te inn i uforutsette og ukjente hindringer�

����� Stasjon�re tilstander

I likevekt vil systemet ����� med regulator ������ n	a en stasjon�r kon�gurasjon T� �� T d

slik som tilfellet er med posisjonen i parallell kraft�posisjonsstyring i � frihetsgrader� I
likevekt har vi at Z �



'w����d� ������

er konstant� Dette gir
'w� � �� � w� � wd ������

�posisjon og orientering
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som betyr at vi ikke f	ar avvik i wrench� I likevekt vil systemet ����� med regulator ������
oppfylle

D�T�� ��� C�T������� g�T�� �KPdT�� K
�
F 'w� KI

Z �


'w����d� g�T��

������
der K �

F �KF  I��� og ��� � �� � ��� Bruk av ligning ������ gir oss

KPdT�� � 
KI

Z �


'w���d�

��

'��
'p�

	
� 
K��

P KI�K

Z �


e���d� ������

der
'�� er Eulerparametervektoren til rotasjonsmatrisen RT

dR� ������

og
'p� � pd 
 p�� ������

Vi har at

��K�
y
K��K�x � R��K� �x � R

� �������
I��� 
 ��K�

y
K��K�

�
x � N ��K� �x � R

� ������

der N ��K� � R��K�� fordi �K er symmetrisk� Ved 	a formultiplisere ������ med�
I��� 
 ��K�

y
K��K�

�
f	ar vi

�
I��� 
 ��K�

y
K��K�

�
KP

�

'��
'p�

	
� �� ������

siden
�
I��� 
 ��K�

y
K��K�

�
�K � ����� Dette gir oss

�
I��� 
 ��K�

y
K��K�

� �

'��
'p�

	
�
�
I��� 
 ��K�

y
K��K�

� �
��
pd

	
������

som betyr at vi som i �DOF f	ar null avvik i posisjon i N ��K�� men at vi m	a regne med
et avvik i posisjon i N ��K��

Vi legger merke til at avviket ������ er invers proporsjonalt medKP som betyr at h�yere
proporsjonalforsterkning gir mindre avvik i kon�gurasjon� Vi de�nerer n	a �

T�
�
�

�
R� p�
�T �

	
������

som er den stasjon�re kon�gurasjonen manipulatoren vil oppn	a�
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Avvikene fra den stasjon�re kon�gurasjonene de�nerer vi som�

$R
�
� RT

�R ������

$p
�
� p� 
 p ������

Som for 'R vil vi n	a parametrisere $R�

$R � RT
�R � R	���
�R	�
 � R�	��
 ������

der
$� � ���  �

T
�� ������

$� � ���
 ��� 
 S����� ������

Siden vi i regulatoren ������ kobler tilbake fra '�� �nsker vi	a uttrykke '� ved $� og konstan

tene �d� ��� �d og ���

Teorem �
� '� kan skrives som en line�r kombinasjon av $� og $� p�a formen

'� � E$� h$� ������

der

E � E��d� ��� �d� ��� � R
���

h � h��d� ��� �d� ��� � R
� ������

�

Bevis�
Vi kombinerer ligning ������ og ������ og f	ar�

'R � RT
dR�

$R ������

Vi vil n	a bruke formelen for sammensatte rotasjoner to ganger for	a utlede et nytt uttrykk
for '��
Innf�rer en hjelpest�relse� R�� de�nert ved�

R�
�
� RT

dR� � R	��
� �� 'R � R�
$R

R� � R	d��
dR	��
�

Vi f	ar f�lgende uttrykk for �� og ���

�� � �d��  �
T
d �� ������

�� � �d�� 
 ���d 
 S��d��� ������

Bruk av formelen for sammensatte rotasjoner en gang til gir�

'R � R�
$R �� '� � ��$�  $���  S����$�
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Faktoriserer�
'� � ���I���  S����
$�  ��$� ������

Vi setter n	a inn ������ og ������ i ������ og f	ar�

'� � ��d��I���  �
T
d ��I���  �dS����
 ��S��d�
 S�S��d����
$�

 ��d�� 
 ���d 
 S��d���
$�

Bruker s	a sammenhengen� S�S�a�b� � baT 
 abT �a� b � R
� og f	ar�

'� � ��d��I���  �
T
d ��I���  �dS����
 ��S��d�
 ���

T
d  �d�

T
�
$�

 ��d�� 
 ���d 
 S��d���
$�

Bruker S�a�S�b� � baT 
 aTbI��� �a� b � R
�

'� � ��d��I���  �dS����
 ��S��d�  �d�
T
� 
 S��d�S����
$�

 ��d�� 
 ���d 
 S��d���
$�

'� � ��d��I���  �dS����
 ��S��d�  �
T
d ��I���
$�

 ��d�� 
 ���d 
 S��d���
$�

Vi de�nerer n	a de konstante st�rrelsene E � R
��� og h � R

� �

E
�
� �d��I���  �dS����
 ��S��d�  �

T
d ��I��� ������

h
�
� �d�� 
 ���d 
 S��d��� ������

slik at vi kan skrive�
'� � E$� h$� ������

�

Vi legger her merke til at ligningen for h er identisk med ligningen for en sammensatt
rotasjon �se kapittel ������� h er derfor en eulerparametervektor� og dette gir�

khk � � ������

Beregning av kEk er gjort i Appendix A� Disse st�relsene vil bli brukt i stabilitetsbevis
senere� Ved perfekt regulering i orientering� det vil si R� � Rd� f	ar vi �d � �� og
�d � �� og vi ser av ligningene ������ og ������ at

R� � Rd � E � I��� og h � �� ������

slik at
'� � $�� ������

Vi vil n	a ogs	a uttrykke 'p ved $p og konstantene p� og pd� Kombinasjon av ligningene
����� og ������ gir�

'p � pd 
 p�  $p ������

Vi f	ar n	a et nytt uttrykk for dT �

dT �

�

'�
'p

	
�

�

E$�
 h$�
pd 
 p�  $p

	
������
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��� Totalmodell for manipulator
regulator

Vi vil n	a bringe systemet best	aende av manipulatormodellen ����� og regultaroen ������
p	a formen �z � Fz som i kapittel �� med henblikk p	a stabilitetsanalyse� Vi innf�rer
notasjonen�

� �n�m
�
� nullmatrise � R

n�m

� �n
�
� nullvektor � R

n �

Vi setter inn ������ i ����� og f	ar�

D ��  C�  g � 
KD�  KPdT  wd  g  KF 'w  KI

Z t



'wd� 
w

D er positiv de�nitt og kan derfor inverteres� Tyngden g kanseleres og vi f	ar�

�� � D��



�C  KD��  KPdT  KF 'w  �wd 
w�  KI

Z t



'wd�

�
������

Vi bruker ������ og regner ut leddet KPdT �

KPdT �

�

KPR�E$� h$��
KPP �pd 
 p�  $p�

	
������

KPdT �

�

KPRE

����

	
$� 

�

KPRh

��

	
$�  

�
����
KPP

	
$p 

�
��

KPP �pd 
 p��

	

Vi de�nerer�
K �

F
�
�KF  I��� ������

og setter inn ������ i ������ som gir�

�� � D��

�

�C  KD��  

�

KPRE

����

	
$� 

�

KPRh

��

	
$�  

�
����
KPP

	
$p

 

�
��

KPP �pd 
 p��

	
 K �

F 'w  KI

Z t



'wd�

�
������

Vi �nsker n	a	a bringe dette systemet p	a en form �z � Fz slik at vi kan studere likevekten
om origo� z � 	� Vi velger fortegnet p	a $� slik at�

R � R� � $� � �� $� � �� ������

Vi de�nerer n	a vektoren d�$�� � R
� ved�

d�$��
�
� 


�

KPRh$�

KPP �pd 
 p��

	
������
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som er en generalisering av den samme st�rrelsen i det tredimensjonale tilfellet� se ligning
������� Denne vektoren er knyttet til avviket fra �nsket kon�gurasjon� Vi de�nerer ogs	a
den inkrementelle for�ytningsskruen e ved sammenhengen�

'w
�
��Ke � e � se���� 'w � se���� ������

e er alts	a den for�ytningen som avbildes til avviket i wrench� e er gitt av�

e � xd��comp 
 x��comp ������

der xd��comp � se��� er en konstant for�ytningsskrue de�nert ved sammenhengen�

wd ��Kxd��comp ������

xd��comp er alts	a den for�ytningsskruen som avbildes til wrenchreferansen� Vi setter inn
������ og ������ i ������ og f	ar�

�� � D��

�

�C  KD��  

�

KPRE

����

	
$�
 d�$��

 

�
����
KPP

	
$p KI

Z t



'wd�  K �

F 'w

�
������

Vi innf�rer nok en variabel� Denne gang for 	a ta h	and om integralvirkningen�

s
�
�
Z t



'wd� 
K��

I d�$�� � R
� ������

Vi legger merke til at ������ er en utvidelse av ������� men siden vi ikke har en s	a enkel
struktur p	a K her som i Kapittel � blir s en vektor og ikke en skalar� Ligning ������
forenkler ������ til�

�� �D��

�

�C  KD��  

�

KPRE

����

	
$� 

�
����
KPP

	
$p KIs K

�
F 'w

�
������

Vi trenger n	a uttrykk for de deriverte av tilstandene $�� $p� s og 'w� If�lge kapittel �����
oppfyller $� den kinematiske di�erensialligningen�

�$� �
�

�
�$�I��� 
 S�$��


I�B�I der �B�I � � ������

N	ar det gjelder $p� s	a f�lger ogs	a denne tilstanden en kinematisk di�erensialligning gitt
ved�

�$T �

�
S�$�� $v
�T� �

	
$T der $T

�
�

�
$R $p
�T� �

	
������

Siden R� og p� er konstante og $p � p� 
 p har vi�

$� � � ������
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som gitt i ligning ������� og
$v � 
v� ������

Dette gir oss f�lgende kinematiske di�erensialligning for $p�

�$p � S���$p
 v ������

For 	a �nne �s deriverer vi ligning �������

�s �
d

dt

Z t



'wd� 
K��

I
�d�$��

�s � 'w  K��
I

�

KPRh �$�

��

	

�s � 'w  
kPR

�kIR

�
h$�T

����

	
�

�s � 'w  
kPR

�kIR
H�$��� der H�$��

�
�

�
h$�T ����
���� ����

	
������

�e �nnes ved derivasjon av ligning �������

�e � �d�comp 
 �comp

Der �d�comp � �� siden x
d
��comp er konstant� Dette gir

�e � 
�comp�

Vi har fra ligning ������� at

�e � 
�comp � 
�I��� 
 P T �� ������

og dermed
�'w � 
�K�I��� 
 P T �� ������

siden �K er konstant�

Ligningene ������� ������� ������� ������ og ������ utgj�r n	a det totale systemet�

�� � D��

�

�C  KD�� 


�
KPRE

����

	
$�  

�
����
KPP

	
$p KIs K

�
F 'w

�

�$� �
�

�
�$�I���  S�$��
�

�$p � S���$p
 v

�s �
kPR

�kIR
H�$��  'w

�'w � 
�K�I��� 
 P T �� ������

Systemet kan n	a enkelt og greit skrives p	a matriseform�

�z � F �z�z ������
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der
z
�
�
h
�T $�T $pT sT 'wT

iT
� R

�� ������

og

F �z��

�
�����������

�D���C 
KD	 �D��
h
KPRE

���

i
D��
h

���
KPP

i
D��KI D��K�

F

�

�

�
�	I��� 
 S��
	 
���

�

��� 
��� 
��� 
����


��� �I���
�


��� S�
	 
��� 
���

kPR
�kIR

H��
	 
��� 
��� 
��� I���

��K�I��� � PT 	 
��� 
��� 
��� 
���

�
�����������
� R

����� ������

Vi vil fremover bruke notasjonen

F
�
� F �z� ������

Dette systemet skal vi studere stabiliteten av i kapittel ��



Kapittel �

Stabilitetsanalyse i � DOF

	�� Valg av LFK

For 	a studere stabiliteten av systemet ������ vil vi bruke Lyapunovs metode� og vi m	a
derfor velge en passende Lyapunovfunksjonskandidat �LFK�� Vi bruker en energibasert
kvadratisk form med kryssledd som beskrevet i kapittel ����
Valget av LFK bygger i utgangspunktet p	a den LFK som er brukt til 	a vise asymptotisk
stabilitet i �Chiaverini� Siciliano og Villani ����
� Denne er utvidet for 	a f	a med de nye
tilstandenee vi har innf�rt i forbindelse med utvidelsen til � DOF� Dette inneb�rer blant
annet en LFK for Eulerparameterene� se kapittel ����
De ikkediagonale leddene er framkommet ved at vi har s�kt 	a lage negativt de�nitte
kvadratiske ledd i uttrykket for den tidsderiverte av LFK�en�
Utfra disse hensyn har vi kommet frem til at f�lgende LFK har vist seg nyttig�

V �
�

�
zTPz  ��kPR  �kDR�kEk�$� 
 ��

� �����

der
z
�
�
h
�T $�T $pT sT 'wT

iT
� R

�� �����

og

P �

�
�����������

�D �D

h
E


���

i
��D

h

���
I���

i
��DKI 
���

�
�
ET 
���

�
D � ��KPR 
 �KDR	 kEk 
��� 
��� 
���

��
�

��� I���

�
D 
��� �KPP 
 �KDP 
��� 
���

��KID 
��� 
��� ��KI ��KI


��� 
��� 
��� ��KI ��KF

�
�����������
� R

�����

�����

��
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Der
�� �� �� � � R


 �����

er fritt valgte og



�
� diagf�I���� �I���g � R

��� � �����

Faktoren � i elementene �D og ��KI er innf�rt for 	a forenkle oppdelingen av V i kapit

tel ������ �
tallene har sitt opphav i antall koblinger mellom de aktuelle tilstandene i
Lyapunovfunksjonskandidaten�

	�� Beregning og begrensning av V

Vi vil beregne V p	a to forskjellige m	ater� F�rst etter samme m�nster som i
�Chiaverini og Siciliano ����
 og �Chiaverini� Siciliano og Villani ����
 og deretter med
metoden med diagonalisering av vektmatrisenen fra kapittel ����


���� Beregning og begrensning av V med full vektmatrise

Vi �nsker n	a 	a �nne krav til regulatorparameterne for at V skal v�re positiv de�nitt�
Det vil si V � � � z �� ��� Ved 	a regne ut den kvadratiske formen ����� og bruke ������
f	ar vi f�lgende uttrykk�

V � �TD� 
 ��TD

�
��
$p

	
 $�T��KPR  �KDR�kEk$�  

�

�
$pT��KPP  �KDP �$p

 sT
KIs 
��

�
'wKF 'w 
 ��TD

�
E$�
��

	

 ��TDKIs
 �sTKI 'w

 ��kPR  �kDR�kEk�$� 
 ��
� �����

Vi benytter oss n	a av f�lgende egenskap ved treghetsmatrisen D�


mI��� � D � 
MI��� �����

����� gir oss to andre ulikheter som vi skal bruke i utstrakt grad utover i stabilitetsbeviset�

D �
DD


M
og 
D � 

mI��� �����

der 
m og 
M er henholdsvis minste og st�rste egenverdi til D� Vi kan n	a dele opp og
nedrebegrense V ved�

V �
�

�
M
�TDD� 
 ��TD

�
��
$p

	
 
�

�
$pT��kPP  �kDP �$p

 
�

�
M
�TDD� 
 ��TD

�
E$�
��

	
 $�T��kPR  �kDR�$�
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�

�
M
�TDD� 
 ��TDKIs 

�

�
sT
KIs

 
��

�
'wKF 'w 
 �sTKI 'w  

�

�
sT
KIs ��kPR  �kDR�kEk�$� 
 ��

� �����

Der oppdelingen av �
��M

�TDD� er gjort med henblikk p	a faktorisering� Dette gjelder

ogs	a �
�
sTKIs� Vi faktoriserer ����� til kvadratiske former�

V �
�

�

�        �
        �

h
�TD $pT

i ����
I���
�M

�
����

�I���

	
h
���� 
�I���

i
��kPP  �kDP �I���

�
���

� �z �
Ai

�
D�

$p

	

 
h
�TD $�T

i ����
I���
��M


�

�
E

����

	


�
h
E ����

i
��kPR  �kDR�kEkI���

�
���

� �z �
Aii

�
D�

$�

	

 
h
�TD sT

i �� I���
��M


�KI


�KI 
KI

�
�

� �z �
Aiii

�
D�

s

	

 
h
sT 'wT

i � 
KI 
�KI


�KI ��KF

	
� �z �

Aiv

�
s

'w

	
�     �
     �

 ��kPR  �kDR�kEk�$� 
 ��
� ������

For at V skal v�re positiv de�nitt m	a n	a alle koe(sientmatrisene Ai � � �Aiv i ������
v�re positiv de�nitte� Dessuten m	a ��kPR  �kDR� v�re positiv� men dette er oppfylt
per antagelse� Dette gir oss f�lgende krav til regulatorparameterene og de fritt valgte
parameterne i P �

� Matrise Ai

�


M
��kPP  �kDP �
 �� � �

�

�kPP  �kDP � 
M�� ������

� Matrise Aii

�
�

�
M

��
��kPR  �kDR�kEkI��� 


��

�
M
EET � ����
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�

��kPR  �kDR�kEk � �
M�
�
���EET

���
�

�kPR  �kDR � �
M�
� ������

Den siste overgangen f�lger av at kEk � � �Se Appendix A��

� Matrise Aiii

�

�
M

KI 
 ��K�

I � �

� KI � ����
�

�
M


 ��KI � �

�

KI �
�

���
M

 ������

� Matrise Aiv

��
KIKF 
 ��K�
I � �

�

KF � 
��KI ������


���� Beregning og begrensning av V med diagonal vektma


trise

Vi skal n	a utlede krav til regulatorparameterene for at V skal v�re positiv de�nitt n	ar
vi bruker metoden med diagonalisering av vektmatrisene� V kan skrives som en sum av
� kvadratiske former p	af�lgende m	ate�

V �
�

�

�
�� �$�
$p

�
��
T

�
������

D 
�D

�
E

����

	

�D

�
����
I���

	


�
h
ET ����

i
D ��KDRkEk ����


�
h
���� I���

i
D ���� �KDP

�
������
�
�� �$�
$p

�
��

 
�

�

�
�

s

	T�
D 
�DKI


�KID 
KI

	�
�

s

	
 �kEk$�TKPR$� ��kPR  �kDR�kEk�$� 
 ��

�

 
�

�

�
s

'w

	T�

KI 
�KI


�KI ��KF

	�
s

'w

	
 �$pTKPP $p ������
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Vi utf�rer n	a en similaritetstransformasjon p	a vektmatrisene i ������ og f	ar�

V � V�  V�  V�  V�  V�  V�

V �  
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�
� 
 �KIs

s

	T�
D ����
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KI 
 ��KIDKI
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s

	
 �kEk$�TKPR$�
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�
s
 �
�� 'w

'w

	T�

KI ����
���� ��

�
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� 	� s
 �
�� 'w
'w

	
 
�

�
$pTKPP $p

 ��kPR  �kDR�kEk�$� 
 ��
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�

�

�
�����
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�
�E$�
�$p

	
�
$�
$p

	
�
�����
T�
�� D ����

����

�
�kEk�KDR 
 ��ETD��E 
�

�
��ETD��


�
�
��DT

��E �KDP 
 ��D��

	 ���
�
�����
� 


�
�E$�
�$p

	
�
$�
$p

	
�
�����

������

Der

�
D�� D��

DT
�� D��

	
�
�D� Vi regner n	a ut kravene til regulatorparametrene�

� V� � �


KI 
 ��KIDKI � ����

�

��KID � 


�

KI �
�

��
M

 ������

� V� � �

KPR er positiv de�nitt per antagelse�

� V� � �

KF 


��KI � ����

�

KI � 
KF ������

� V� � �

KDR er positiv de�nitt per antagelse�

� V� � �

��kPR  �kDR� er positiv per antagelse
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� V� � �
Her f	ar vi to krav�

��

KDR � �ETD��E

�

kDR � ��
M ������

Overgangen f�lger av at D���D�� � 
MI��� og kEk � �

�� �
�kEk�KDR 
 ��ETD��E

� �
�KDP 
 ��D��

�
�

�

�
����DT

��E
TED��

�

���kEkKDRKDP 
 ��
��kEkKDRD�� � ���ETD��EKDP

� ������

kDRkDP � 
M��kDP  �kDR�

Den siste overgangen f�lger av at D���D�� � 
MI��� og kEk � �� Vi ser at
kravet ������ impliserer ������

Ved 	a sammenligne kravene til regulatorparameterene gitt i ������
������ med de gitt i
������
������ ser vi at diagonaliseringen av vektmatrisene har f�rt til at vi ikke f	ar noen
begrensning p	a forsterkningene i KP � slik tilfellet ogs	a er for regulatoren i �DOF�

	�� Beregning av �V

Vi skal n	a beregne et uttrykk for den tidsderiverte av ����� langs systemets l�sningstrajektorer�
Bruk av produktregelen for derivasjon gir oss�

�V �
�

�

�
�zTPz  zT �Pz  zTP �z

�
 ���kPR  �kDR�kEk�$� 
 �� �$� ������

Transponering gir oss sammenhengen

�z � Fz � �zT � zTFT ������

Innsettinng av ������ i ������ gir�

�V �
�

�

�
zTFTPz  zT �Pz  zTPFz

�
 ���kPR  �kDR�kEk�$� 
 �� �$�

�V er en skalar� Leddene kan derfor fritt transponeres�

�V �
�

�

�
zTFTPz

�T
 
�

�
zTPFz  

�

�
zT �Pz  ���kPR  �kDR�kEk�$� 
 �� �$�

�V �
�

�
zT
�
FTP  PF

�
z  

�

�
zT �Pz  ���kPR  �kDR�kEk�$� 
 �� �$� ������
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der
�
P TF  PF

�
er en symmetrisk matrise� For 	a redusere beregningsmengden bruker

vi det faktum at valget P � P T f�rer til at ������ kan forenkles til�

�V � zTPFz  
�

�
zT �Pz  ���kPR  �kDR�kEk�$� 
 �� �$� ������

slik at vi beregner bare PF og ikke
�
FTP  PF

�
� I f�rste omgang skal vi regne ut

�
�
zT �Pz og trenger 	a beregne �P � Derivasjon av ����� med hensyn p	a tiden gir�

�P �

�
������������������

� �D � �D

�
E

����

	

� �D

�
����
I���

	

� �DKI ����

�
h
ET����

i
�D ���� ���� ���� ����


�
h
����I���

i
�D ���� ���� ���� ����


�KI
�D ���� ���� ���� ����

���� ���� ���� ���� ����

�
������������������

� R
����� ������

Vi f	ar n	a�

�

�
zT �Pz � �T �D�  ��T �D

�
E$�
��

	

 ��T �D

�
��
$p

	

 ��T �DKIs ������

Ved hjelp av sammenhengen ������� kan vi skrive ������ som �

�

�
zT �Pz � �T �D�  ��T

�
C  CT

� � E$�
��

	


��T
�
C  CT

� � ��
$p

	

 ��T

�
C  CT

�
KIs ������

For 	a beregne resten av �V trenger vi et uttrykk for matrisen PF � Dette blir en mildt
sagt enorm matrise og den er gjengitt i Appendix B� Vi setter inn �B��� og ������ i ������
og f	ar f�lgende uttrykk for �V �

�V � �T
�
�D 
 �C

�
� 
 ��TKD�  

�

�
�TD

�
E$��  ES�$���

��

	

 ��TD

�
��
v

	
 ��TKIs
 ��TDKI 'w 
 �kPR�

TE$� �kPPv
T$p


�$�T
h
ET ����

i
�C  KD�� 
 �

T �kPR

�kIR
DKIH�$���

 ��kPR  �kDR�kEk$�
T$�� 
 � �E$��TKPR �E$��
 �$�T

h
ET ����

i
KIs
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 �kDP $p
Tv  �

h
�T� $pT

i
C� 
 ��kPP  �kDP � $p

Tv 
 �kPP $p
T$p


�
h
�T� $pT

i
KIs  �sTKIC�  �sTKIKD� 
 ��TD

�
����
S���

	
$p

 �sTKI �w  �sTKI

�
KPRE$�
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kPR

kIR
sT
KIH�$���  ��kPP  �kDP � $p

TS���$p


�sTKI

�
��

KPP $p

	

 �sTK�

Is �s
T
KI 'w 
 �� 'wTKF �w 
 � 'wTKI 'w

 ��TK �
F 'w 
 �

h
$�TET ��

i
K �

F 'w 

�kPR

�kIR
'wTKIH�$���


�
h
�T� $pT

i
K �

F 'w 
 �sTKIK
�
F 'w

 ��T
�
C  CT

� � E$�
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 ��T

�
C  CT

� � ��
$p

	

 ��T

�
C  CT

�
KIs

 ��kPR  �kDR�kEk$�
T� 
 ��kPR  �kDR�kEk$�

T$�� ������

Her vil en del ledd oppheve hverandre� og vi benytter ogs	a at matrisen � �D 
 �C� er
skjevsymmetrisk if�lge teorem ���� Vi har derfor�

�T� �D 
 �C�� � �

og dessuten
$pTS���$p � �

	�� Begrensning av �V

P
astand 	
� Det eksisterer regulatorparametreKP �KD�KF ogKI og positive skalarer
���� � ����� �� �� � og � slik at �V gitt av 	����
 er negativ semide�nitt� �

Bevis�
For 	a vise dette er strategien 	a faktorisere ������ til negativt semide�nitte kvadratiske
former� Dette gir oss�

�V �
��X
i��

�Vi � � ������

der Vi er gitt av�
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� �V�
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Her er ligning �C���� brukt�
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� �V�
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Her er ligning �C���� brukt�
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Her er ligningene �C�����C��� og �C��� brukt�
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Her er ligningene �C���� �C���� �C���� �C���� �C���� og �C���� brukt�
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Det er i �V� og �V� brukt at � � �fri  �comp og at �w ��K�comp�
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� �V��

�V�� � 

�

�

�
v

E$�

	T� �
�
KDP �C��

�CT
��

�
�
KPR

	�
v

E$�

	

Der ligning �C��� er brukt�

Vi vil n	a se hvilke krav vi m	a stille til regulatorparametrene for at �V�� � � � � �V�� skal v�re
negativt semide�nitte� Vi g	ar da igjennom vektmatrise for vektmatrise og �nner krav
tilk disse�

� �V�
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KPPKIRKIP 
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�
KIR � ����
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� �V�
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KPPK
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 �kPP �

� � ����

� KIP � ����
��

�
kPP 
 ��
 �kPP �

� � � ������

Vi antar n	a
� �

�

kPP
������

slik at ������ gir en nedre begrensning p	a kPP �

� �V�
Vi regner ut de tre �vre venstre underdeterminantene i uttrykket for �V� og �nner
krav for at disse skal v�re positive�

P ��� � ����

�

KD � ���� ������

Kravet ������ er oppfylt per antagelse�!!!!! P ��� P ���

P ��� P ���

!!!!! � ����

�
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Vi velger n	a �KD tilstrekelig liten slik at kravet som �V� � � gir kan oppsummeres
som�

KD � G�KF �KP �KI� ������

der G bestemmes av det strengeste kravet av ������ og �������
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For at overgangen skal v�re gyldig har vi analogt med �V� gjort antagelsen
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� �V�

kPP � ��� ������

kDP � �

�
�
M  
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C�
max
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�
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� �V�
k
k
kEk

� � kkEkI��� 
Ek
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Der k
 og k
 er gitt av�
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�
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Trekantulikheten og ligning �A��� gir oss�

kkEkI��� 
Ek � �kEk � � ������

Vi setter inn ������ i ������ og f	ar�

k
k
 � � ������

Dessuten har vi at
k
 � � ������

og
k
 � � ������

m	a v�re oppfylt� Bruk av antagelsene ������ og ������ gir nedre begrensninger p	a
kDR og kPR�

� �V�

�

�
KDKI 
 ��KFK

�KF � ����

�

KDKI � ���KFK
�KF ������

I tillegg f	ar vi det trivielle kravet KD � ����

� �V�

�

�
KDK

�
I 
 ��KIK

�KI � ����

�

KD �
���

�
K� ������

I tillegg f	ar vi det trivielle kravet KD � ����
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� �V�


�

�
KDRKPP 
 ��CT

��C�� � ����

�

kDRkPP � ��C�
max ������

Her er teorem ��� brukt�

� �V��

�

�
KDPKPR 
 ��CT

��C�� � ����

�

kDPkPR � ��C�
max ������

Her er teorem ��� brukt�

Utfra alle disse kravene kan vi p	a f�lgende m	ate �nne et sett med regulatorparametre
som gj�r �V negativ semide�nitt� F�rst �nner vi fra ligningene ������� ������ og ������ en
nedre grense for KP gitt ved�

KP � C��KF �K� ������

S	a �nner vi fra ligningene ������� ������ og ������ en nedre grense for KI �

KI � C��KP �KF � ������

Til slutt �nnes fra ligningene ������� ������� ������� ������� ������� ������ og ������ en
nedre grense for KD�

KD � C ���KP �KF �KI �K� ������

Dermed er p	astand ��� bevist� �

	�� Diskusjon og Konklusjon

Teorem 	
� Det eksisterer regultorparametre KF � KP � KI og KD og posistive skalarer
���� � ����� �� �� � og � slik at systemet best�aende av den dynamiske modellen 	���
 og
regulatoren 	����
 er asymptotisk stabilt�

Bevis�
Vi ser n	a ogs	a p	a kravene for at V � �� Dette legger ikke noen ytterligere begrensninger
p	a KP � Fra ligningene ������ og ������ f	ar vi kravet�

KI � min



�

��
M

 � 
KF

�
�
� C��KF � ������
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Vi antar n	a � og � s	a sm	a at ligning ������ er oppfylt og ser fra ligningene ������ og ������
at vi f	ar f�lgende krav til KD�

KD � max fC
�
��KP �KF �KI �K� � ��
MI���g

�
� C��KP �KF �KI �K� ������

Vi kan n	a konkludere med at hvis ligningene

C��KF �K� � KP ������

C��KP �KF � � KI � C��KF � ������

C��KP �KF �KI �K � KD ������

oppfylles i gitt rekkef�lge og skalarene �� �� � og � oppfyller f�lgende punkter�

�� � og � velges tilstrekkelig sm	a slik at ligning ������ oppfylles�

��

� � min

�
�

kPP
�

�

kPR

�

�� �KD velges tilstrekkelig liten slik at ligning ������ oppfylles

s	a er

V � � ������
�V � � ������

og det dynamiske systemet gitt av ligning ����� med regulator ������ er stabilt� Vi merker
oss at KF kan velges fritt og tilbakekoblinsforsterkiningene KP � KI og KD bestemmes
utfra dette valget� Siden �� �� � og � er frie parametre som ikke inng	ar i regulatoren kan
de velges vilk	arlig sm	a og alle de tre punktene over kan derfor oppfylles siden de bare
inneholder �vre begrensninger�
For	a vise asymptotisk stabilitet m	a vi bruke LaSalles teorem �se Teorem ����� Fra ligning
������ ser vi at

�V � � ������

�

� � ��� $p � ��� $� � ��� s � �� og 'w � �� ������

Totalt gir dette
�V � �� z � � � R

�� ������

slik at
V � � og �V � � �z �� � � R

�� ������

og systemet ����� med regulator ������ er asymptotisk stabilt om origo if�lge LaSalles
teorem� �

Vi bemerker at ligningene ������ og ������ inneholder krav som gj�r at den nedre grensen
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til KD er avhengig av stivhetsmatrisen K� Men som vi ogs	a ser inng	ar parameteren �

i disse kravene i henholdsvis tredje og andre potens� Siden � kan velges vilk	arlig liten
trengs kun et grovt �vre estimat av K slik at vi beholder den gunstige egenskapen regu

latoren har� nemlig	a kunne styre kontaktkraft n	ar kontakt�atens beska�enhet er ukjent�
Dette er ogs	a omtalt i �Chiaverini og Siciliano ����
�



Kapittel �

Konklusjon

I denne hovedoppgaven har vi studert parallell kraft�posisjonsstyring for robotmanipula

torer�

Vi har presentert reguleringsstrategien som er gitt i �Chiaverini og Siciliano ����
 og
�Chiaverini� Siciliano og Villani ����
 og gitt et bevis for at dette systemet er asymptotisk
stabilt�

Med bakgrunn i dette har vi satt opp en modell for en robotmanipulator med en paral

lell kraft�moment�posisjon�orienteringsregulator� Manipulatoren har seks frihetsgrader�
Robotkinematikken beskrives p	a SE��� og orienteringen til griperen parametriseres med
Eulerparametre�

For 	a studere stabiliteten til dette systemet har vi foresl	att en energibasert Lyapunov

funsjonskandidat med kryssledd� Vi har vist at denne LFK�en er en Lyapunovfunksjon
med en negativ semide�nitt tidsderivert� Ved hjelp av LaSalles teorem har vi vist at
systemet er asymptotisk stabilt om en stasjon�r tilstand� der vi oppn	ar �nsket kontak

tkraft�moment og som ventet f	ar et stasjon�rt avvik i posisjon�orientering�

N	ar det gjelder videre arbeid er det �nskelig	a foreta simuleringer av reguleringsstrategien
og p	a lang sikt ogs	a praktiske fors�k� En mulig utvidelse er bruk av regulatoren til
over�atef�lging�

��
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Appendix A

Beregning av kEk

Teorem A
� Matrisen E � R
��� gitt ved�

E � �d��I���  �dS����
 ��S��d�  �
T
d ��I��� �A���

der � og � er eulerparametre har en �vre begrensning gitt ved�

kEk � � �A���

�

Bevis�
Vi har if�lge de�nisjonen p	a indusert matrisenorm �se for eksempel �Strang ����
��

kEk � sup
k�k��

kE�k � sup
k�k��

����d��� �dS�����
 ��S��d�� �
T
d ���

��� �A���

Bruk av trekantulikheten gir oss�

kEk � sup
k�k��

n
k�d���k k�dS�����k k��S��d��k 

����Td ������o �A���

kEk � sup
k�k��

k�d���k sup
k�k��

k�dS�����k sup
k�k��

k��S��d��k sup
k�k��

����Td ������
Normen av en skjevsymmetrisk matrise er gitt ved�

kS���k � k�k �A���

Ved 	a sette inn �A��� i �A��� f	ar vi�

kEk � �d��  �d

q
�T���  ��

q
�Td �d  �

T
d �� �A���

A�I
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Maksimum av dette uttrykket opptrer for �T��� � �
�
og �Td �d �

�
�
� Dette gir �d�� � �

�

og �Td �� �
�
�
� Vi f	ar dermed�

kEk �
�

�
 
�

�
 
�

�
 
�

�
� � �A���

�



Appendix B

Matrisen PF

PF �

�
���
PF �� � � � PF ��
���

� � �
���

PF �� � � � PF ��

�
��� � R

����� �B���

der matriseelementene PF��� � � � � PF�� er gitt ved�

PF �� � 
��C  KD�  
�

�
D

�
$�E  ES�$�� ����

���� ����

	

 �

�
���� ����
���� 
I���

	



�kPR

�kIR
DKIH�$��

PF �� � 
�

�
KPRE

����

	

PF �� � �

�
����
KPP

	

 �D

�
����
S���

	

PF �� � �KI

PF �� � �K �
F 
 �DKI

PF �� � 
�
h
ET ����

i
�C  KD�  

�

�
��kPR  �kDR�kEk

h
$�I���  S�$�� ����

i
PF �� � 
�ETKPRE

PF �� � ����

PF �� � 
�
h
ET ����

i
KI

PF �� � 
�
h
ET ����

i
K �

F

B�I
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PF �� � �
h
���� I���

i
�C  KD�  ��kPP  �kDP �

h
���� 
I���

i
PF �� � ����

PF �� � 
�KPP  ��KPP  �KPR�S���

PF �� � 
�
h
���� I���

i
KI

PF �� � 
�
h
���� I���

i
K �

F

PF �� � �KI�C  KD�  
kPR

kIR

KIH�$��  �KI�K�I��� 
 P T �

PF �� � �KI

�
KPRE

����

	

PF �� � 
�KI

�
����
KPP

	

PF �� � 
�K�
I

PF �� � 
�KIK
�
F  �
KI

PF �� � 

�kPR

�kIR
KIH�$��
 ��KF�K�I��� 
 P T �

PF �� � ����

PF �� � ����

PF �� � ����

PF �� � 
�KI �B���

Vi bemerker at matrisen A �
�
F TP  PF

�
fremkommer ved 	a velge

Aii � PF ii � i � �� � � � � �

Aij �
�

�
�PF ij  PF ji� � i� j � �� � � � � �

Aji � AT
ij �B���

slik at

A �

�
���
A�� � � � A��
���

� � �
���

A�� � � � A��

�
��� � R

����� � �B���



Appendix C

Begrensning av produkter

I dette kapittelet viser vi hvordan en del kryssledd i uttrykket for �V kan gis en �vre
begrensning� I den forbindelse gj�res bruk av f�lgende teorem�

Teorem C
�

ab �
�

�
�
a�

c
 cb�� � �a� b � R �c � � � R �C���

der a og b er gitte tall og c er en tilfeldig positiv konstant� �

Bevis�

�
a

c

 b�� � � � �a� b � R �c �� � � R

a�

c�
 b� 
 �

ab

c
� �

ab

c
�

�

�
�
a�

c�
 b��

ab �
�

�
�
a�

c
 cb�� � �a� b � R �c � � � R �C���

�
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�
�TD

�
E$��  ES�$���

��

	
�

�
m

�
�kEk kES�$��k� k�k�



�

�
�TD

�
E$��  ES�$���

��

	
� ��
mk�k

� �C���

Da $� � �� kS�$��k � � og kEk � �� Dessuten er ligning ��� benyttet� �



�kPR

�kIR
�TDKIH�$��� �

�kPR
M

�
k�k� �C���

C�I
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Her er ligning ��� benyttet� �

��TD
h
�� Rv

i
� �
Mkvk

� �C���

�


 ��TD

�
����
S���

	
$p �

�
m

�
vTS���$p

�
�
m

�

�
kvk�

��
 ��k�k

�k$pk�
�

�
�
m

�

�
kvk�

��
 ��*

�k�k�
�

�C���

Her har vi benyttet at kS���k � k�k� Dessuten er ligning ��� benyttet og vi har antatt
at initialverdien p	a posisjonsfeilen er begrenset� Det vil si

k$p�t � ��k � * �� �C���

p	a samme m	ate som i ligning ������� �
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Her er teorem ��� benyttet� �
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